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Aufgabe 1.1 Punktmengen in C (3 Punkte)

Bestimmen Sie alle z ∈ C, die folgende Ungleichungen erfüllen:

a) |z − 1| ≤ |z + 1|,

b) |z − 1| ≤ 2|z − 2|,

c) Im
(

z − a

z − b

)

> 0, a, b ∈ R.

Aufgabe 1.2 Kreise und Geraden in der Gaußschen Zahlenebene (4 Punkte)

Wir betrachten Punktmengen der Form

M = {z ∈ C | αzz̄ + β̄z + βz̄ + γ = 0, α, γ ∈ R, β ∈ C}. (1)

a) Beweisen Sie, dass die Punkte von M ⊂ C auf einem Kreis oder auf einer Geraden
(=Kreis durch den Punkt ∞) liegen. Für welche Werte von α, β, γ liegt eine Gerade
vor, für welche ein Kreis?

b) Zeigen Sie umgekehrt, dass sich jede Gerade sowie jeder Kreis in der komplexen
Ebene durch eine derartige Menge M darstellen lässt.

c) Geben Sie Mittelpunkt und Radius der beschriebenen Kreise in Abhängigkeit von
α, β, γ an.

d) Geben Sie die Schnittpunkte der beschriebenen Geraden mit der reellen bzw. ima-
ginären Achse der komplexen Ebene an, sowie den Abstand der Gerade vom Null-
punkt.

Bitte wenden!



Aufgabe 1.3 Chordale Metrik auf C (3 Punkte)

Gegeben ist die Abbildung ~P : C → R3 mit

~P (a) =
1

1 + |a|2







Re a

Im a

|a|2





 , a ∈ C. (2)

a) Zeigen Sie, dass die Punkte ~P (a) auf der Oberfläche einer Kugel in R3 liegen. Be-
stimmen Sie Mittelpunkt und Radius dieser Kugel.

b) Zeigen Sie, dass der euklidische Abstand zweier Punkte ~P (a) und ~P (b) gegeben ist
durch

χ(a, b) =
|a − b|

√

1 + |a|2
√

1 + |b|2
. (3)

Berechnen Sie χ(a, ∞) und χ(∞, ∞) als Grenzwerte der Funktion χ.

c) Zeigen Sie, dass χ eine Metrik auf C definiert, d. h. ∀a, b, c ∈ C gilt:

χ(a, b) ≥ 0 und χ(a, b) = 0 ⇔ a = b, (4)

χ(a, b) = χ(b, a), (5)

χ(a, b) ≤ χ(a, c) + χ(c, b). (6)

d) Zeigen Sie χ(a, b) ≤ 1. Für welche Punkte b gilt χ(a, b) = 1 bei fest vorgegebenem a?

Anmerkung: χ(a, b) wird durch die stereographische Projektion der Riemannschen Zah-
lenkugel auf die Gaußsche Zahlenebene motiviert. Der Berührpunkt im Nullpunkt der
komplexen Ebene definiert den Südpol S auf der Kugel, der Nordpol N liegt diametral
auf der Kugel gegenüber. Die stereographische Projektion ordnet jedem Punkt A 6= N

auf der Kugel einen Punkt a ∈ C zu, der sich aus dem Schnittpunkt der Geraden ergibt,
die durch A und N läuft; der Nordpol der Kugel wird dem Punkt ∞ zugeordnet.
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