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Funktionentheorie






Kapitel 1

Komplexe Zahlen

1.1 Algebraische Definition und Eigenschaften
Erinnerung an Zahlenmengen:

Natiirliche Zahlen N = {1,2,3,... }: + und x Operationen,
aber keine inverse Operationen dazu

l Hinzunahme negativer Zahlen sowie 0

Ganze Zahlen Z = {0, £1,+2,... }: + Operation mit Inversion,
x Operation ohne Inversion

l Hinzunahme multiplikativer inverser Elemente (# 0)

Rationale Zahlen Q = {¢|a,b € Z,b # 0}: + und x Operationen mit Inversion,
d.h. Q ist ein ,,Korper®, aber ,,unvollstandig*
(Cauchy-Folgen ohne Grenzwerte)

l Hinzunahme aller Grenzwerte (Klassen dquivalente Cauchy-Folgen)

Reelle Zahlen R = Q U {irrationale Zahlen} Vollstédndiger Korper,
aber keine ,algebraische Abgeschlossenheit
(nicht alle Polynome in Linearfaktoren zer-

legbar)
J Algebraische Erweiterung von R um Lésung von 22 = —1
Komplexe Zahlen C Algebraisch abgeschlossener,

vollstéandiger Korper
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Definition 1.1 (, Komplexe Zahlen*)

a) Eine ,komplexe Zahl“ z ist ein geordnetes Zahlenpaar z = (x,y) mit x,y € R, wobei
x = Re(z) = ,Realteil* von z und y = Im(2) = , Imaginérteil“ von z.

Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = (x1,y;) und 2o = (2, y2):

21 + 29 = (1 + X9, Y1 + Y2), 212 = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + TaY1). (1.1)
b) C := Menge aller komplexen Zahlen.
¢) Einbettung der reellen Zahlen r € R:

r=(r,00) = rz=(rz,ry). (1.2)

d) Kurzschreibweise:
i:=(0,1) = z=(z,y)=z+1y. (1.3)

e) ,,Komplex konjugiertes Element“ z zu z = (z,y) € C:

z:=(x,—y) =z —1y. (1.4)
f) ,Betrag® einer komplexen Zahl:

2] = V22 = Va2 + o2 (1.5)
g) ,,Polardarstellung“ einer komplexen Zahl:

z=(rcos¢,rsing), ¢ € (-, +nl, (1.6)

wobei r = |z|, ¢ =: arg(z) = ,,Argument* von z.
Fiir r £ 0 und |¢| < 7/2 gilt ¢ = arctan(y/x).
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Geometrische Veranschaulichung:

e C bildet einen 2-dim. reellen Vektorraum V' (isomorph zu R?):
Vektoraddition in V' = Addition in C,
Multiplikation mit Skalaren in V' = Multiplikation mit reellen Zahlen,
|21 — 2| = Euklidischer Abstand von z; und zs.

< Veranschaulichung in (x,y)-Ebene (= ,,Gaufische Zahlenebene®):

y = Im(z) ot 2 Y
o z
Phe /
/,’ /
_- /
- /
/
/
22 ! rz (r=31)
21
r = Re(2) €

e Multiplikation komplexer Zahlen (geht tiber Vektorraumstruktur hinaus!):

2129 = (r1cos ¢y, singy)(ry cos ¢o, 7o SN g)
= (riracos(¢1 + ¢2), r1resin(¢y + ¢2), (1.7)

d.h. Betridge von z1, zo multiplizieren sich, Argumente von zi, zo addieren sich.

= 1: (1 cos(—qﬁ),lsin(—qﬁ)) = (% cosqﬁ,—%sin(b) = é (1.8)

z T r

— Veranschaulichung in (z, y)-Ebene:

Y Z1%92 Y ) N z
AN
\
\
¢
* x:
O1+ 02 —¢ 1
Z9 z_l /
®2 21 ,
O1 R P
x -7 z
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Satz 1.1 (Rechenregeln in C)
Fiir komplexe Zahlen z, 2, 2o € C gilt:

2+ 29 =21 + 2o, Z1Zs = 2129, (Z) = z, (1.9)
1 1
Re(z) = 5(,2 + 2), Im(z) = 2—(2 —2), (1.10)
i
|z120| = |za| [22],  [2] = 7], (1.11)
|z| >0 sowie [z|]=0«2=0, (1.12)
|z1] + |22] > |21+ 22| > [|z1] — |2l (1.13)
Beweis:
(1.9)—(1.12) durch einfaches Nachrechnen;
(1.13) = Dreiecksungleichung im Vektorraum. q.e.d.

Anmerkung: ,,Anordnung‘ versus ,,Bewertung*

e N, Z, Qund R sind ,angeordnet“, d.h. fiir a, b gilt a = b, a < b oder a > b; auflerdem
folgt aus @ < b und b < ¢ die Relation a < c.
Fiir die Korper Q und R gilt ferner:
a<b = a+c<b+c sowie a,b>0 = ab>0.

e C ist nicht angeordnet; |z| liefert aber immerhin eine ,, Bewertung* einer komplexen
Zahl z. (Details siehe z.B. [2].)

Anwendung: n-te komplexe Wurzeln

e Ausgangspunkt: Formel von Moivre

(cos ¢ +isin @)™ = cos(ng) + isin(ng), n € 7. (1.14)
Beweis: Anwendung von (1.7) auf z = cos ¢ + isin ¢ sowie Induktion in n.
e Folgerung: Die n-ten Einheitswurzeln ¢ = 1,¢,,¢?,..., (" ! mit
2 2
G, = cos <—7T) +isin <—7T) . neN (1.15)
n n

l6sen die Gleichung 2" = 1. Es gibt keine weiteren Losungen (Beweis als Ubung).

Die Zahlen ¢* (k € Ny) liegen auf dem Einheitskreis der (z,y)-Ebene und spannen
ein gleichseitiges n-Eck auf.

e Verallgemeinerung: Es gibt genau n verschiedene Losungen z; der Gleichung 2" = a,
2z = V/la| |:COS (E) +isin (gﬂ ¢k, a = arg(a), k=0,...,n—1. (1.16)
n n

Beachte: {/]a| € R} per Definition.

Beweis als Ubung.



1.2. TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN 11

1.2 Topologische Eigenschaften

Topologisch gesehen sind die Punktmengen C und R? fiquivalent.
= Vollstindige Ubertragung von Definitionen und Aussagen aus der reellen Analysis!

(Details und Beweise siehe reelle Analysis oder beispielsweise [6].)

Wiederholung wichtiger Begriffe und Aussagen:

e  Offene”, , abgeschlossene” und , kompakte* Mengen:
Eine Menge U C C heifit ,joffen”, falls es zu jedem z € U ein reelles € > 0 gibt, so
dass D.(z) C U, wobei
D.(z)={7e€C| |z -z <¢} (1.17)

die offene Kreisscheibe um z mit Radius e bezeichnet.

Eine Menge U C C heiit ,,Umgebung® von z € C, falls es ein D.(z) C U gibt.
Eine Menge U C C heift ,abgeschlossen®, falls ihr Komplement C\U offen ist.
Eigenschaften:

— Die leere Menge () und C sind zugleich offen und abgeschlossen.
— Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

— Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen
sind abgeschlossen.

Eine Menge U C C heifit ,kompakt*, falls jede offene Uberdeckung von U eine
endliche Teiliiberdeckung enthélt.

e C als ,metrischer Raum*:

Der Abstand d(z1, z3) 1= |21 — 25 fiir 21, 29 € C definiert eine ,Metrik®, da

a) d(z1,22) >0V 21,25 € C, sowie d(z1,27) =0 < 21 = 29;
b) d(Zl, Zg) = d(ZQ, Zl> W FARR ) c (C,
c) d(z1,29) < d(z1,23) +d(z3,22) V 21, 29, 23 € C.
Als ,metrischer Raum*® ist C automatisch ein ,topologischer Raum* (d.h. besitzt

ein System offener Mengen), der ,,Hausdorffsch* ist (d.h. zu zwei Punkten zj, 2y
existieren Umgebungen Uy, Uy mit 2z € Uy, 2o € Uy, Uy N U3 = 0).
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,Héaufungspunkt“, | isolierte Punkte“ und ,diskrete Mengen*:

Ein Punkt 2y € C heifit ,Haufungspunkt* von M, falls D (z) fiir beliebiges ¢ > 0
einen Punkt z € M mit z # z, enthalt.

Ein Punkt z; € C heifit ,isolierter Punkt* von M, falls es ein D.(z) gibt mit
MN DE(Z()) = {ZQ}

Eine Menge U C C heifit ,,diskret*, wenn sie abgeschlossen ist und nur aus isolierten
Punkten besteht.

,Grenzwert“ und ,, Konvergenz“:

Eine Folge (z,) = (21, 29,...) von Punkten z, € C konvergiert genau dann gegen
einen ,,Grenzwert“ zy € C, d.h. lim,, ., 2, = 20, falls es zu jedem € > 0 ein ny € N
gibt, so dass z, € D.(z9) ¥V n > ny.

Die Folge (z,) konvergiert genau dann gegen zj, falls die Folgen (Re(z,)) und
(Im(z,)) gegen Re(zp) bzw. Im(zy) konvergieren.

»,Zusammenhéingende Mengen® und ,, Gebiete®:
Die Menge o C C
a={ze€C | z(t)=z(t)+iy(t), 0 <t <1, 2(0) =a, 2(1) =0,
x(t) und y(t) stetig } (1.18)
definiert einen stetigen Weg von a € C nach b € C.

Topologisch gesehen sind zwei Punkte dquivalent, falls sie in einer Menge U C C
durch einen stetigen Weg miteinander verbunden werden konnen.

Eine Menge U C C heifit ,zusammenhéingend“, falls alle Punkte z € U dquivalent
sind.

Die Aquivalenzklasse eines Punkte z € U definiert die , Zusammenhangskomponen-
te“ Cy(z) von z in U und stellt die grofite zusammenhédngende Teilmenge in U dar,
die 2z enthélt.

Eine zusammenhéngende, offene Menge G C C nennt man ein ,, Gebiet®.

Ist G C C ein Gebiet, so kénnen zwei Punkte von G sogar durch einen Streckenzug
in G verbunden werden.

Ein Gebiet G C C heifit ,einfach zusammenhédngend*, wenn jeder geschlossene Weg
in G nur Punkte aus G umschlief3t.
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Wichtige Sitze: (analog zur Analysis im R?)

Satz 1.2 (Heine-Borel)
Eine Menge K C C ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschréankt ist.

Satz 1.3 (Existenz von Héufungspunkten)

Jede unendliche Teilmenge einer kompakten Menge K C C besitzt einen Haufungspunkt
z e K.

Satz 1.4 (Bolzano-Weierstraf)

Jede beschriankte Punktfolge in C besitzt wenigstens einen Haufungspunkt.

Satz 1.5 (Schachtelung kompakter Mengen)

Seien K; D Ky D ... eine Folge kompakter nicht-leerer Teilmengen von C. Dann ist auch
K = N>, K,, kompakt und nicht leer.

Satz 1.6 (Cauchy-Kriterium)

Eine Folge (z,) konvergiert genau dann in C, wenn (z,) eine ,,Cauchy-Folge“ ist, d.h.
wenn zu jedem reellen € > 0 ein ng € N existiert, so dass |z, — z,| < € ¥V m,n > ny.

Satz 1.7 (einige Rechenregeln)

Wenn die Folgen (z,) und (w,) in C konvergieren, dann konvergieren auch die Folgen
(zn + wy), (zpw,) und (z,/w,), wobei im letzten Fall w,,lim, .. w, # 0 angenommen
wird, und es gilt:

lim (z, + w,) = lim z,+ lim w,, (1.19)
lim (z,w,) = (lim zn) (hm wn) , (1.20)
n—00 n—00 n—00

n ]" n o0 ~N
lim 2% — MnoooZn (1.21)
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Riander komplexer Gebiete:

e Analog zur reellen Analysis:
,Rand®“ und ,;abgeschlossene Hiille“ einer Menge:

Ein Punkt z heifit ,Randpunkt® einer Menge U C C, falls jede Umgebung von z
mindestens je einen Punkt aus U und C\U enthilt. Die Menge aller Randpunkte
von U wird mit QU bezeichnet.

Jeder Weg, der zwei Punkte z; € U und z, € C\U stetig verbindet, enthilt minde-
stens ein zy € OU.

Die Vereinigung einer Menge U C C mit der Menge ihrer Hiufungspunkte definiert
deren ,abgeschlossene Hiille“ U. Der ,offene Kern* Uy von U ist definiert durch

Ausschluss aller Randpunkte, d.h. Uy = U\9U; Punkte in Uy heilen ,innere Punk-
te®.

e Erweiterung im Komplexen:

Die komplexe Ebene besitzt zwar keinen Rand, aber fiir viele Betrachtungen ist es
sinnvoll, einen unendlich fernen Punkt ,,00* zu definieren:

Definition 1.2 (Riemannsche Zahlenkugel)

Die ,,Riemannsche Zahlenkugel® C ist die Erweiterung der komplexen Zahlen C um
den Punkt ,,00“, d.h. C = CU{oc}, wobei eine Umgebung von oo definiert ist durch

D.(c0) ={2€ C||z| > 1/e} U{o0}. (1.22)

Dies impliziert
Satz 1.8 (Kompaktheit von C)

C ist ein kompakter, Hausdorffscher, topologischer Raum.

(Beweis siehe [6].)
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1.3 Unendliche Reihen

15

Unendliche Reihen Zak mit a; € C kénnen als Grenzwerte der Folge (s,,) der Partial-

k=0

n
summen S,, = g ay aufgefasst werden.
k=0

Definitionen und Sitze zur Konvergenz analog zum R?:

Definition 1.3 (,, Absolute Konvergenz*)

Eine Reihe Z ay heit ;;absolut konvergent®, falls Z |ax| konvergiert.

k=0 k=0

Satz 1.9
Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis:
Anwendung des Cauchy-Kriteriums:

Zeige: dng zu vorgegebenem € > 0, so dass |s,, — s,| < € fiir m,n > ng.

m m
Es gilt:  |spy — sp| = Z ai| < Z lag|.
k=n+1 k=n+1
o0 m
Z |ag| konvergiert. = Inyg, so dass Z lag| < € Vm,n > ng
k=0 k=n+1

= [Sm — Sn| < €.

Anmerkung:
Nicht jede konvergente Reihe konvergiert auch absolut.

. = (=1)" , =1 '
B N k £,y —ab ht.
e1spie 0 onvergiert, 2 0 abper nic

n=1

q.e.d.
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Satz 1.10

Die Reihe Z ar, konvergiert genau dann (absolut), wenn Z Re(ay) und Z Im(ag) (ab-

k=0 k=0 k=0
solut) konvergieren, und dann gilt:

ar = Y Re(ax) +1) Im(ax). (1.23)
k=0 k=0 k=0

Beweis:
Konvergenz:  bekannte Aussage fiir die Folgen (s,,), (Re(s,)), (Im(s,)) im R2.

Absolute Konvergenz:

o0

e Sei Z |ax| konvergent. = Zue >0 Ing, so dass Ym > n > ng:
k=0
€ > ’ ’ > ’ Z |Re(ax) |’ = Z |Re(ay)| konvergent.
Z |Im(ay)| analog.
k=0

e Seien Z |Re(ay)| und Z |Im(ay)| konvergent.
k=0 k=0

= 7Zu e >0 dng, so dass Vm > n > ng:

e>‘ Z |Reak|‘+‘ Z [Tm(ay,) ‘—‘ Z \Reak|+\1mak

2| 3 ]

k=n+1 k=n+1 k=n+1 > |ak‘ k=n+1
= Z |ag| konvergent.
k=0
q.e.d.
Folgerung:
(e e] o0
Die Konvergenz der komplexen Reihe Z ay, 1asst sich an Hand der reellen Reihen Z lag|,
k=0 k=0

Z Re(ag), Z |Re(ag)|, etc. untersuchen.

= Anwendung der bekannten Kriterien der reellen Analysis:

Majoranten- /Minorantenkriterien, Quotientenkriterium, Wurzelkriterium,
Kriterien von Gaufl, Raabe, Kummer, etc.

Die meisten Kriterien sind aber auch direkt fiir komplexe Zahlen formulierbar.
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2 Beispiele:
Satz 1.11 (Majoranten- /Minorantenkriterium)

Sei (by,) eine reelle Folge.

a) Gilt |ag| < by Vk > ng € N und ist Zbk konvergent, dann konvergiert Zak
k=0 k=0
absolut.

b) Gilt |ax| > br > 0 Vk > ny € N und ist Z by, divergent, dann divergiert Z lag|.

k=0 k=0

Beweis:

o0
a) Z bi. konvergent. = Zu e >0 dng, so dass Vm > n > ng:
k=0

m m [e.e]
€ > Z by > Z |ag|. = Z|ak| konvergent.

k=n-+1 k=n-+1 k=0

b) Aus der Konvergenz von Z |ax|, wiirde nach a) die Konvergenz von Z by folgen.
k=0 k=0

q.e.d.

Satz 1.12 (Quotientenkriterium)

In der Reihe Z ay, seien nur endlich viele a; = 0.
k=0

Qp+1
Qg

a) Gibt es ein reelles ¢ < 1 und ein n € N, so dass < q Vk > n, dann konvergiert

die Reihe absolut.

. . a . . . .
b) Gibt es ein n € N, so dass A I/ n, dann divergiert die Reihe.
g
Beweis:
a) Fir k > n gilt:  |ag| = 0 I Pt IO el lan| < ¢F n‘an‘:| | v
ag—1 Ag—2 n n

Da die Reihe @ Z ¢" konvergiert, folgt die Konvergenz von Z aj aus Satz 1.11.
k=0 k=0
b) Fiir k > n gilt:  |ag| > |ag| >+ > ]an| > 0.

Da (ay) also keine Nullfolge ist, muss Z ay, divergieren.
k=0
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Satz 1.13 (Rechnen mit unendlichen Reihen)

Seien A = Z ap und B = Z b konvergente, komplexe Reihen.
k=0 k=0

a) Fir «, § € C konvergiert auch Z(Ozak + b)), und es gilt:
k=0

aA+ BB =" (aay+ Bb). (1.24)

k=0

b) Falls Zak sogar absolut konvergiert, d.h. A" = Z lax| < oo, so ist das Produkt
k=0 k=0
der Reihen durch das ,,Cauchy—lzgodukt“ gegeben:

n

AB = ch, Cp = Zakbn_k. (1.25)
k=0

n=0

Beweis:

a) folgt umittelbar aus der reellen Analysis nach Zerlegung der Zahlen in Re und Im.

b) Definiere die Partialsummen A, = Z ag, A, = Z lag|, B, = Z by.. Es gilt:
k=0 k=0 k=0

Z cn = aobo + (aphy + arby) + - - - + (aobm + - - - + ambo)
n=0

m m

= Y annBa = zm:amn(Bn ~B)+ B a.

n=0 n=0 n=0

Da Zan — A, bleibt zu zeigen, dass Z Um—n(Bn — B) — 0. (%)

n=0 n=0
Da (B, — B) — 0, 3 ng fiir jedes € > 0, so dass |B, — B| < € ¥n > ny.
n—oo
m no m
= Zam—n(Bn_B) < Z|am—n| |B, — B| + _Z |@m—n| |Bn — Bl
n=0 n=0 n=ngp+1 <e
no m
< %%%‘Bn—B‘ Z|amfn‘ +€ Z |@m—nl -
11:0 , g:no—l—l B
< 2maxp |Bp|<oco _ 7;1’, <‘j4/

m—ng—1

Da (A},) konvergiert (Cauchy-Folge!), Imy, so dass |A;, — A}, . | < eVm >my.

m

>ty (B, — B)

n=0

=

< (2 m§8<|Bn| + A’) e=:¢€, m > my.

Da € > 0 beliebig klein vorgegeben werden kann, folgt (*). q.e.d.
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1.4 Elementare Funktionen

Definition 1.4 (exp, cos und sin)

exp(z) = Zk', (1.26)

2k

2
= HF——. 1.2
cos(:) ;;( * o (1.27)
< S 2k+1
sin(z) = Z 2k+1 (1.28)
k=0
Satz 1.14
Die Reihen exp(z), cos(z) und sin(z) konvergieren V z € C und erfiillen die Relationen:
exp(iz) = cos(z)+isin(z) VzeC, (1.29)
exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2) Vz1,20 € C. (1.30)

Bewelis:
e Konvergenz:
z = 0: trivial.

Fiir z # 0 folgt Konvergenz unmittelbar aus dem Quotientenkriterium (Satz 1.12),
ag1| _ 7|
=— —

da z.B. fiir exp(z) gilt:

Fiir cos(z) und sin(z) gilt Analoges.

e Gleichung (1.29) folgt durch Umformen der Summen:

z 2"
cos(z) = E A E i"—,
— (2k)! — n!
h=0 nge?zgde
0 2k+1 0 n
z z
isin(z) = > 12’““7— D
|
- (2k+1)! — n!

n ungerade

k=
= cos(z) +1isin(z) = Z Z— = exp(iz).
k=0

e Gleichung (1.30) folgt aus dem Cauchy-Produkt (1.25):

2 2k - 2z
exp(z1) exp(zy) = < k') (Z n') (1.25) szl( —k)!

k=0 n=>0
[oe) n o
= — 212 = — =€ 21+ 29).
Zn! - (k:) 172 Z: ol xp(z1 2)
n=0 k=0 n=0

q.e.d.
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Korollar 1.1
Weitere Relationen fiir z =z + iy, 21,20 € C, z,y € R:

1

exp(z)” = exp(—2), (1.31)
exp(z) = exp(z +iy) =e"(cosy +isiny), (1.32)
cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz, (1.33)
cos(z1 + z2) = OS2 COS 2z — sin 27 sin 2s, (1.34)
sin(z; + z2) = sin z; cos 25 + €oS 21 sin 2o, (1.35)
1 = sin®z+ cos? 2. (1.36)

Beweis: )
durch einfache Umformungen mit Satz 1.14 (Ubung!).

Anmerkung:

Die Ubereinstimmung der Rechenregeln fiir exp(z) mit denen fiir e® im Reellen suggerieren
die Identifikation e* = exp(z) im Komplexen. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung von e”
zu e” wird spéter gezeigt.



Kapitel 2

Holomorphe Funktionen

2.1 Stetigkeit und Grenzwert

Im Folgenden zerlegen wir eine komplexe Funktion f : D — W mit Definitionsbereich
D C C und Wertebereich W C C oft in ihren Real- und Imaginérteil v bzw. v wie folgt:

f(z) =u(x,y) +iv(r,y), z=az+iyeC, z,yecR. (2.1)

Abgesehen vom Punkt oo werden ,,Stetigkeit und ,,Grenzwert* wie fiir Abbildungen im
R? definiert:

Definition 2.1 (,, Stetigkeit*)

Eine Funktion f : D — W heifit “stetig” im Punkt zy € D C C, wenn zu jeder Umgebung
D.(wp) von wy = f(zp) mit beliebig vorgegebenem e > 0 eine Umgebung Ds(z) existiert,
so dass f(z) € D(wo) V z € Ds(zp).

f heiit stetig® auf einem Gebiet G C D, wenn f in allen Punkten 2y € G stetig ist.

f heifit | gleichméafig stetig® auf einem Gebiet G C D, wenn das zu ¢ > 0 gehorige 6 > 0
fiir alle zg € G gleich gewihlt werden kann.

Beispiele:

Typische auf D C C stetige Funktionen f: D — W :

e Polynome (Grad n € Ny):  f(z) = Zakzk, D =C,
k=0

n k
_o Q2 .
e Rationale Funktionen: f(z) = Zk+kl, D = C\{maximal m Punkte},
Dbz
e Exponential-Fkt. etc.: f(z) = exp(z),cos(z),sin(z), D =C,
e Potenzreihen: f(z) = Z ar(z—20)", D spiter im Detail diskutiert.

k=0

21
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Satz 2.1 (Satz von Heine)
Jede Funktion, die auf einer kompakten Menge stetig ist, ist dort auch gleichméBig stetig.

Bewelis:
wie im R2.

Definition 2.2 (,,Grenzwert*)
Essei f: D — W mit D,WW C C und z, ein Haufungspunkt von D. Wir definieren

lim f(z) =c€C, (2.2)
Z—r20
falls fiir jede Folge (z,) C D\{z0} mit z, — 2 gilt:
lim f(z,) =c. (2.3)
n—oo

= Ubertragung wichtiger Aussagen iiber Stetigkeit aus R? (mit Sonderfall 2z, = co):

Satz 2.2
Gegeben sei f: D — W mit D,W c C und 2, € D.

a) f ist genau dann stetig in zg, wenn f(z,) — f(zo) fiir jede konvergente Folge (z,)
mit 2z, — 2o, d.h. wenn gilt:

lim f(2) = f(z0). (2.4)

Z— 20

b) f =wu+iv ist genau dann stetig in zo = x¢ + iyy # 00, wenn die reellen Funktionen
u and v stetig in (xg, yo) sind.

Beweis:
Fiir zy # oo wie im R2.
Beweis fiir 2y = oo als Ubung?

Beispiel:
1/z, 2+# 0,00,

Die Funktion f(z) =< oo, 2=0, ist stetig auf ganz C.
0, Z = 00,

Betrachte Folgen (z,) mit zy # 2, — 2o:

: .1 .1 1
e 2y #0,00: h_)m f(zn) = h_)m o= h—>m0; == f(20),
n—00 n—00 n Z—2Z 0
. .1 1
e 2p=0: lim f(z,) = lim — = lim — = co = f(0),
n—oo n—oo Z, z—0 2z
1
e zp=o00 lim f(z,) = lim — = lim — =0 = f(c0).

n—»00 n—o00 Z, z—00 Z
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2.2 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 2.3 (,, Differenzierbarkeit“ und ,, Holomorphie*)
Gegeben sei f: D — W, wobei D, W C C und D offen.

a) f heifit ,differenzierbar® in 2y € D, wenn der folgende Grenzwert in C existiert:

lim L) = /Go) _ %(zo). (2.5)

Z—r20 z — ZO

d d
b) Die Funktion f': D" — W' mit D' = {zo | d—ﬁ(zo) existiert } und f'(z) := d—JZC(zO)
heif3t ,, Ableitung* von f.

¢) f heiBt ,holomorph* (bzw. ,regulir®) in zy, wenn sie in einer Umgebung von zj
definiert und differenzierbar ist.

d) Hohere Ableitungen sind rekursiv definiert:

fOi=f fW= 0 = (D), neN. (2.6)
Wie im Reellen impliziert Differenzierbarkeit Stetigkeit:
Satz 2.3 Ist f in 2y differenzierbar, dann ist f in zy auch stetig.
Beweis:

durch einfaches Rechnen mit Grenzwerten:

lim Jz) = [z) I'(20), lim (z — zp) = 0.

Z— 20 z — 2;0 Z— 20

= 0 = (lim M) (lim(z—zo))

z—20 Z— 2p z—20
= i (22T o)) = [702) — ) 27)
2—20 0 2—20
= Stetigkeit: ILm f(z) = f(20)- q.e.d.

Beachte:
e Stetigkeit, Grenzwert: identisch in C und R?.

e Differenzierbarkeit: ~ Unterschiede, da C = Korper, aber R? nur Vektorrraum.

Im R%:  Fiir f: R2 — R? mit f(:p,y) = (uéw, yi) ist die Ableitung eine Matrix:
o(z,y
(2.9) wy(,y) O ry) L)
U\ T, Y Uy\ T, Y a_ ) 8_ )
Df(x,y) = = | 9 o : (2.8)

ve(,y) vy(2,y)

Im Reellen sind die Koeffizienten von Df im Allgemeinen unabhéngig, bei komplexen
Funktionen f nicht!
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Satz 2.4 (,,Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen*)

Ist die komplexe Funktion f = u + iv in 2y = xg + iyo differenzierbar, so existieren dort
die partiellen Ableitungen u,, uy, v, v, und erfiillen die , Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen®:

Ux(llfo, yo) = Uy<x07y0)7 Uy(ﬂfo, yo) = —Ux(%’yo)- (2-9)
Ferner gilt:
I'(20) = uz (20, yo) + 10z (20, Yo) = vy (20, yo) — ity (20, Yo). (2.10)

Beweis:
Setze z = zg + Ax = xg + Az + iyy mit Az € R und berechne:

f(2) = f(=0) _ u(rg + Az, yo) + iv(wo + Az, o) — [u(wo, yo) + iv(x0, yo)]
zZ— 2 Az
_ulo + A, y) — ulzo,90) | . v(wo + Az, yo) — v(20, Yo)
= +1 .
Az Ax

Per Voraussetzung konvergiert die linke Seite gegen f’(2p), d.h. auf der rechten Seite
miissen Real- und Imaginérteil ebenfalls konvergieren. Mit der Definition der partiellen
Ableitungen ergibt sich also:

f'(20) = uz(wo,y0) + vz(x0,40) = 1. Gleichung von (2.10).
Analog folgt mit z = zg + 1Ay = xg + iyo + 1Ay mit Ay € R:
I'(20) = vy(xo, yo) — iuy(zo,y0) = 2. Gleichung von (2.10).

= (2.9) folgt aus Vergleich von Re und Im der beiden Formen fiir f'(zy). q.e.d.

Beispiele:
e Die Funktion f(2) = |2]*> = 2% + y? ist nur bei z = 0 differenzierbar, da:
ue(w,y) =22, uy(x,y) =2y, w(x,y) =vy(z,y) =0. (2.11)
e Die Funktion f(z) = z = z — iy ist nirgends in C differenzierbar:

u(z,y) =1, vy(x,y)=—-1, uy(z,y)=uv,(x,y)=0. (2.12)
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Beachte:

Allgemein haben alle Funktionen, die neben z auch z involvieren, Probleme mit Differen-
zierbarkeit!

Differenziere f(z,z) = u(x,y) + iv(z, y) reell nach z und y:

af . _0fdz ofoz  of Of
of . 0f 0z 0f 0z Of 0f
U = - "4+ == =L i, 2.14
gy = wEwTn@y) = et ey T e (2.14)
Die Cauchy-Riemannschen Dglen. implizieren aber:
af 1 i
el 5(1% —vy) + 5(% + uy) = 0. (2.15)

= Keine nicht-triviale z-Abhéngikeit in komplex differenzierbaren Funktionen!

Satz 2.5 (Rechenregeln)

Seien f, g komplex differenzierbar in zy. Dies impliziert:

a) f(z) = c=const. € C ist in ganz C differenzierbar, und es gilt:

f'(z)=0. (2.16)
b) f(z) = z" mit n € N ist in ganz C differenzierbar, und es gilt:
f'(z) = nz""1. (2.17)
c) [+ g ist differenzierbar in zp, und es gilt:
(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)- (2.18)
d) f- g ist differenzierbar in zy, und es gilt:
(f - 9)'(20) = ['(20) - 9(20) + f(20) - ¢'(20). (Produktregel) (2.19)

e) Falls g(zp) # 0, ist f/g differenzierbar in zy, und es gilt:
(g), (z0) = f'(z0) - 9(20) — f(20) - §'(20)

9(20)?

(Quotientenregel) (2.20)

f) Seien f : Dy — Wy und g : D, — W, komplexe Funktionen und zy € D; sowie
f(z0) € D,. Dann ist die zusammengesetzte Funktion h = g o f ebenfalls in z
differenzierbar, und es gilt:

R (z0) = (g0 f)(20) = ¢ (f(20)) f'(20). (Kettenregel) (2.21)

Beweis:
Elementar wie im Reellen bzw. durch Zerlegung komplexer Groflen in Re und Im und
Verwendung der Cauchy-Riemannschen Dglen.



26 KAPITEL 2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Wichtige Beispiele fiir Ableitungen:

Satz 2.6
(Z akzk> = Z ka1, ap € C, (2.22)
k=0 k=1
exp’(z) = exp(z), (2.23)
cos'(z) = —sin(z), (2.24)
sin’(z) = cos(z), (2.25)
Beweis:

e (2.22) folgt durch Anwendung der Rechenregeln fiir Ableitung.

e Beweis von (2.23) mit Hilfe der Funktionalgleichung (1.30) fiir exp(z):

—1

exp(z) — exp(zo) exp(z — 2g) — 2 (z— 2
- 0 — 20 Z — 20)
= € Z =€ Z|
Z— 20 Xp( 0) Z— 20 Xp 0 1
; eXp( ZO)- konvergent VzeC
Z— 20

e (2.24) und (2.25) folgen aus (2.23) und Anwendung der Rechenregeln auf

cos(z) = % [exp(iz) + exp(—iz)], sin(z) = % [exp(iz) — exp(—iz)].
q.e.d.
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Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit:
Erinnerung an reelle Analysis:
Definition 2.4 (,Reelle Differenzierbarkeit im R*“)

Eine Funktion ¢ : D — W mit D C R? und W C R heifit in Punkt %, € D differenzierbar,
wenn ein Vektor ¢ € R? sowie eine in einer Umgebung von 7, definierte Funktion ¢y
existieren mit:

¢o(To) = flggo ¢o(T) =0, (2.26)
H(T) = (7o) + ¢ (T —To) + |7 — To| Po(7). (2.27)

Satz 2.7

Wenn ¢(Z) = ¢(z,y) wie in Definition 2.4 in Ty = (xg, yo)T diff 'bar ist, dann existieren in
#y die partiellen Ableitungen ¢, = 9¢/0xr und ¢, = d¢/dy und ¢ = (c,, c,)" ist gegeben

durch den ,, Gradienten* ﬁgb
= =, — Qba&(fO)
¢=Vo(iy) = R E (2.28)
<¢y<x0)
Beweis:
Einsetzen von & = (xg + Az, yp) in (2.27) ergibt:
oo + A, yo) = ¢(w0, Yo) + czAx + |Az| o (7).

P(zo + A, yo) — ¢(x0, Yo)
Az

= ¢, = ¢,(Zp). Der Beweis fiir ¢, lduft analog. q.e.d.

Fiir Az — 0 gilt dann: — | = |po(Z)] — 0.
T—T0

Den Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Diff 'barkeit liefert der folgende Satz:

Satz 2.8 (Zerlegungssatz)

Eine komplexe Funktion f: D — W mit D, W C C ist genau dann differenzierbar in z,
wenn es eine Zahl ¢ € C und eine auf einer Umgebung U C D von z, definierte Funktion
fo gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

f()(Z(]) = ;1_)1210 fo(Z) = 0, (229)
f(2) = f(20) + c(z — 20) + |2 — 20| fo(2)- (2.30)
Dann gilt:
c= f'(2). (2.31)
Beweis:
e Seien (2.29) und (2.30) erfiillt. Dann gilt:
1@ = fz) _ c' ) — 0. = m AETIE) e (939)
Z— 2 z—20 zZ—20 zZ — 20
e Sei f diff’bar in 2, d.h. ¢ := lim w existiert.
z—20 — 20
f(z) = f(z0)

zZ — 20

Definiere fy(z) := (

= fo(z) hat die Eigenschaften (2.29) und (2.30). q.e.d.

— c) e mit o, = arg(z — 2).
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Satz 2.9 (Korrespondenz zwischen reeller und komplexer Diff’barkeit)

Folgende Aussagen iiber reelle Funktionen u(z,y) und v(z,y) sind dquivalent:

a) u und v sind im Punkt (xg, yo) reell diff’bar und erfiillen dort die Cauchy-Riemann-
schen Dglen.

b) f(z) = u(z,y) + iv(x,y) mit z = x + iy ist in 2y = o + iyo komplex diff'bar.
Beweis:

e Sei a) erfiillt. Dann ergibt sich mit ¢ = u,v aus (2.27) und (2.28):

f(2) = fz0) _ (@) +iv(T) — u(io) — iw(7)

Z— 20 Z— 20
_ ua(To) (2 — wo) + 1y (T0) (Y — o) + 102 (Zo) (& — o) + 10y (Zo) (Y — yo)
zZ— 20
Z— 20

Verwende die Cauchy-Riemannschen Dglen. u, = v,, v, = —v, und
z2— 20 = €% |z — z| = |7 — Ty|:

z) — f(z Uy (Zo) + 10, (Zo)] [ — 29 + 1y — 1 i L
- f( ) f( 0) _ [ ( 0) ( 0)][ 0 Y yO] +e Z[UO(.T)—i-IU()(SL’)]

Z— 20 Z— 20

= uy(Ty) + ive(To) + e [ug(F) + ivg ()]

— Uy (o) +1iv.(%p), d.h. f ist komplex diff’bar.

Z—Z20

e Sei b) erfiillt. Nach Satz 2.4 gelten die Cauchy-Riemannschen Dglen. Ferner ergibt
sich nach (2.30) fir f = u + iv:

f(z) = (@) +iv(@) = f(20) + ['(20) (2 = 20) + 2 = 20l fo(2)

= u(y) + iv(Zo) + [ua(Zo) + vy (Z0)] [r — mo + 1y — iyo]
+ |7 — @] [uo(Z) + ive(T)]

Betrachte Re und Im getrennt und verwende die Cauchy-Riemannschen Dglen.:

Re{/f(2)} = u(®) = (o) + ua(Zo)(x — w0) — v2(T0)(y — o) + [T = To| uo(7)

(
(z — 20) + uy(To)(y — yo) + |7 — To| uo(7)
)

Im{f(z)} = v(Z) = ...=0(T) + Vo(Ty) - (T — Ty) + |T — To| vo(Z).

= Reelle Differenzierbarkeit. q.e.d.
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2.3 Eigenschaften holomorpher Funktionen

2.3.1 Konformitat

Definition 2.5 (, Konformitét*)
Gegeben sei die komplexe Funktion f: D — W mit D, W C C.

a) f heifit ,winkeltreu“ in zy € D, falls alle Kurven z;(t) und zy(t), die durch z
gehen und Tangenten besitzen, auch Bildkurven f(z;(¢)) und f(22(¢)) mit Tangenten
besitzen und die Tangenten der zx(¢) denselben (orientierten) Winkel einschlieBen
wie die Tangenten der f(z(t)).

b) f heifit ,streckentreu” in zy € D, falls

F2) = 1(z0)

Z — 20

lim
Z—r20

=c>0. (2.33)

¢) f heiBit ,lokal konform* in zy € D, wenn f dort winkeltreu und streckentreu ist.

d) f heifit  konform* auf einem Gebiet G C D, wenn f in jedem Punkt z; € G lokal
konform und invertierbar ist.

Geometrische Bedeutung;:

e Winkeltreue:

e Streckentreue:
Infinitesimal kleine Strecken dl durch z; werden durch f unabhéngig von deren
Richtung auf Strecken der Léange cdl abgebildet.

e Lokale Konformitét:
f verhilt sich in infinitesimalen Umgebungen von z; wie eine Drehstreckung mit
Streckungsfaktor c.
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Satz 2.10 (Lokale Konformitét holomorpher Funktionen)
Ist f: D — W in zy € D holomorph mit f'(z) # 0, dann ist f in z; lokal konform.

Beweis:
Im Folgenden setzen wir f'(zp) = ce” mit ¢,y € R, ¢ > 0.

d
e Winkeltreue:  Sei z,(0) = 2 fiir £ = 1,2 und 2,(t) = %(t)
. - 1 11(0) S
Tangentenvektoren an zj, in zp:  tx(20) = — ' o t(20)] = 1.
|2(0)] \ 9£(0)

= cosaia(z) = 7?1(2’0) 'EQ(ZO) = 7?1(2’0)1175_)2(20)-

Berechnung der Tangentenvektoren an f(zx) in f(zo):

Far(t) = f'(zx) (). = f(2(0)) = f'(20)2(0) = ce%,(0).
F (s _ 1 Re{f(z0)} 1 Re{e72,(0)}
Wlf(20) = ) (Im{f(zo)}> 2(0)] (Im{ewon)

1 cosy @1 (0) — siny g (0) cosy —siny\ -
) tk(Zo).

|2:(0)] \ sin~y 21 (0) + cos~y (0 siny  cosvy

~—

~—

J/

-~

R = Drehmatrix, d.h. R~! = RT, det R = +1.
= |t7€(f(20))‘ = \Rﬁ(zo)\ = \{k(zoﬂ =L
cosara(f(z0)) = i(f(20)) - t2(f(20)) = [ t1(20)]" [R2(20)]
= 11(20)" RTRt3(20) = t1(20) " t2(20) = cos ().

Beachte:
Die Orientierung des Schnittwinkels bleibt erhalten, da det R = +1.
Formal folgt dies z.B. aus

det (fl(f(zo)), ta(f(z0))) = det (Rt1(20), Ria(z0)) = det R - det (1(20), f2(20) )
= det (#1(z0), t;(zo)) :

e Streckentreue folgt aus Stetigkeit von [.|:

f(2) = f(20) — im f(2) = f(20)

Z — 20 220 Z — 20

lim

Z—r20

= |f'(z0)| = ¢ > 0.

q.e.d.

Beispiel:

Die Funktion f(z) = Zz ist zwar streckentreu, aber nicht winkeltreu.

Fiir die im Beweis definierte Matrix R gilt hier det R = —1, d.h. der Winkel a5 éndert
seine Orientierung unter f.
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Satz 2.11 (Lokale Eineindeutigkeit)

Ist f: D — Win zy € D holomorph und f’(z5) # 0, so ist f in zy invertierbar, d.h. es
gibt eine Umgebung U von zq, die durch f eineindeutig auf V' = f(U) abgebildet wird.
Die Umkehrfunktion f=!:V — U ist holomorph in wy = f(zp), und es gilt:

(f1) (wo) = (2.34)

f'(z0)

Bewelis:

e Vorgriff auf Satz 3.8:
3 Umgebung U von zg, so dass [’ auf U stetig ist.
= Durch evtl. Einschrinkung von U kann erreicht werden, dass f/(z) # 0 Vz € U.

Fir z = x + iy € U gilt also auf Grund der Cauchy-Riemannschen Dglen.:

u$ :L‘a y) uy(l‘a y)

'Ux :L‘a y) 'Uy(l‘a ?/

~—~

‘ = us(2,y)” + vs(2,y)* = | (2)]* # 0.

= Nach einem Satz der reellen Analysis ist die Abbildung f : (z,y) — (u,v)
eineindeutig auf U.

e Seien z,z € U, so dass w,w € V = f(U), wenn w = f(z) und w = f(Z).

7 w) = fHw) Z—z 1

d—w W — w == f(2) = f(2)  f(z)

Satz 2.12 (,,Riemannscher Abbildungssatz*)

Es seien G, G C C einfach zusammenhéngende Gebiete und G, G # C. Dann gibt es eine
konforme Abbildung f: G — G.

Beweis:
Auferst nicht-trivial, siehe z.B. [2, 6, §].
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2.3.2 Mehrdeutige Funktionen

Lokale Eineindeutigkeit nach Satz 2.11:
f'(2) #0, ze U = f umkehrbar auf f(U), d.h. f eineindeutig auf U.

— Frage nach globaler Eineindeutigkeit?

Beispiele:
a) Potenzfunktion:  f(z) = 2", n € N.
f ist nicht global umkehrbar auf C, da: (¢, = n. Einheitswurzel)

F(E) =) "= ()" ="=f(), k=0,...,n—1 (2.35)
=1

f bildet n Sektoren o, (v, k) des C\{0} komplett auf C\{0} ab:

. 2rk
on(a, k) = {z:reld” _%<¢_a—|— T

T
§—|——,0<7’<oo},
n

W(a) = {z:reid’ —7r<¢—oz§—|—7r,0<7’<oo}. (2.36)
n==6, a=120"
— @
w = 2°
1
Zz=ws
(k)
~——

Umkehrabbildung z = f~*(w) ist auf C\{0} (n-fach) mehrdeutig.
— Eineindeutigkeit durch Einschrankung auf n verschiedene Zweige:
f o oon(ak) = W(a), z=re? f(z)=r"e"?,
f(;)l  W(a) = op(ay k), w= re'?,

- 1 1
f(k)l(w) =wn :=71n exp{
Bezeichnungen / Konventionen:

e Standardwahl: « = 0, falls a nicht explizit anders definiert.

e f'(w) = wn heiBt ,n. Wurzel auf dem k. Riemannschen Blatt*.
(k) (k)

o /w=wr :=wn definiert das ,Riemannsche Hauptblatt®.

(0)
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b) Exponential- und Logarithmusfunktion:  f(z) = e*.
f ist nicht global umkehrbar auf C, da:
et =e*2 & oz =22+ 27k, ke (2.38)
f bildet Streifen S(«, k) in C komplett auf C\{0} ab:

Sla, k) = {zzx—i—iy‘ —7r<y—(oz+27rk)§+7r},

Wa) = {z:rei¢’—7T<¢—a§+7r,0<r<oo}. (2.39)
o = 60°:
*@) e ©
_____________________ S,2) w= e’
S0
____________________ S(e,-2) z = log (w)

Umkehrabbildung z = f~!(w) =: log, (w) ist auf C\{0} (oco-fach) mehrdeutig.
— Eineindeutigkeit durch Einschrankung auf verschiedene Zweige:
o Slayk) = W(a), z=z+iy, f(z)=¢€,
f(;)l C W(a) = Sla, k), w=re?,
f(;)l(w) = logy(w) := 1\11\(/7’.)/+i(¢ + 27 k). (2.40)

. . reeller Logarithmus
Bezeichnungen / Konventionen: &

e Standardwahl: « = 0, falls a nicht explizit anders definiert.
o f(;)l(z) = log(;)(2) = ,Logarithmus auf dem k. Riemannschen Blatt®.

e log := log; definiert den Logarithmus auf dem , Riemannschen Hauptblatt®.

Ableitung des Logarithmus z = log(w):

log'(w)| = =" =" (2.41)

w=wo (ez)/ |z:zo %0 W

c¢) Allgemeine Potenzfunktion: — z¢:= e¢!°8(*) = mehrdeutig.
— Eindeutig bestimmte Zweige:

(Z)C = e lem@ 2 e S(a, k). (2.42)
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,Riemannsche Fliachen*:
Konstruktion:

a) Definition der mehrdeutigen Funktion f auf (bis zu abzéhlbar vielen) Riemannschen
Blattern, die bis auf abzéhlbar viele isolierte Punkte (,, Verzweigungspunkte*), an
denen f nicht holomorph ist, jeweils C iiberdecken. Zur eindeutigen Definition von
f werden die Blétter an denselben Unstetigkeitskurven (,, Verzweigungsschnitte®),
die die ,, Verzweigungspunkte“ verbinden, aufgeschnitten.

b) Aufeinanderlegen der Riemannschen Blitter, so dass alle Verzweigungspunkte und
-schnitte aufeinander liegen.

¢) Verheften aller Blitter an den Verzweigungsschnitten, so dass f beim Ubergang
iiber einen Schnitt durch Wechsel auf das néchste Blatt holomorph bleibt.

Beispiele:
f(z) = /z mit a = 0: f(z) =log(z) mit o = 0:

Re(2) Re(z)
0

Im[z]

f(z) = ¥z mit a = 0: imiz .

Re(z)

,, Wendeltreppe*

Im[z]

Eigenschaften:

e Veranschaulichung im Reellen schwierig durch Uberschneidungen der Blitter.

e Die mehrdeutige Funktion wird auf der Riemannschen Flédche F' eindeutig.

Aber: Lokalisierung eines Punktes 2 € F durch z = rel mit —7 < ¢ < 7 nicht
mehr ausreichend!

e Wahl der Verzweigungsschnitte nahezu willkiirlich (keine Kreuzung von Schnitten!).

< Aenderung von « in obigen Beispielen.

e Verzweigungspunkte eindeutig festgelegt.

Fiir die prézise Definition sowie die Theorie Riemannscher Flichen siehe z.B. [2]!
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2.3.3 Harmonische Funktionen

Definition 2.6 (,Harmonische Funktion®)

Eine Funktion ® : G — R, die auf dem Gebiet G C R? stetig differenzierbar ist, heifit
sharmonisch”, falls A® := &,, + &, = 0.

Satz 2.13 Sei f(z) = u(z,y)+iv(z,y) auf dem Gebiet G holomorph. Dann sind « und
v auf G harmonisch, und die Gradientenfelder Vu und Vv stehen senkrecht aufeinander.

Beweis:
Vorgrift auf Satz 3.8:

1", und damit alle 2. part. Ableitungen von u und v, existiert auf G' und sind dort stetig.
Aus den Cauchy-Riemannschen Dglen. folgt:
Uze = (U)o = (Vy)o = (Va)y = —(uy)y = —Uyy,
Uze = (Va)a = —(Uy)a = —(ua)y = —(vy)y = —vyy. = Au=Av=0.
Ferner gilt mit Vu = (u,, u,)" und Vo = (v,,v,)":
Vu - Vo = uyv, + uyvy = —uztty + uyt, = 0.

. . q.e.d.
Anwendungen in der Physik

— Losung der Laplace-Gleichung A® = 0 fiir
e Elektrostatik:  Ad(z,y) = 0.

— Elektrostatisches Potential ®(z,y) mit Translationsinvarianz in xz-Richtung;
elektrische Feldstirke F(z,y) = =V ®(z,y).
Sei f = u + iv holomorph.

= ®(z,y) = u(x,y) ist mogliches Potential, wobei:
u(z,y) = const.:  Aquipotentiallinien,
v(z,y) = const.:  Feldlinien.

e Stromungsmechanik:  Wirbelfreie, stationdre Stromung bei konstanter Dichte p.
«s Beschreibung durch Geschwindigkeitsfeld V (z, ) mit:
dp

Kontinuitdtsgleichung (Massenbilanz): yn +V (,0 V(z, y)) = 0.

= VV =0, da p = const.
Wirbelfreiheit: ~ V xV = 0.
=, Geschwindigkeitspotential© ® mit V =V® und A® = VV =0.
Bei Translationsinvarianz in 23-Richtung: V= V(z, ).

Sei f = u + iv holomorph.

= ®(z,y) = u(z,y) ist mdgliches Geschwindigkeitspotential, wobei:
u(x,y) = const.:  Aquipotentiallinien,
v(x,y) = const.:  Stromlinien (v = ,Stromfunktion®).
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Beispiele:
Einfache Stromungsprofile: fZ)=u+iv, ®d=u, V=V z=z+iy=rc?
e Gleichférmige Stromung:
c=lcle € C.

f(z) = ¢z = |c|(x cosy + ysiny) + i|c|(—x siny + y cos ),

= u = |c|(zcosy + ysinvy),

u = const.
v =|c|(—zsiny +ycosy), e
V=] (@sy) = const.
sin 7y
e Stromungsquelle bzw. -senke:
f(z) =alog(z) =aln|z| +iaargz = alnr +iap, a€R, a> 0.
Y
= u=ualnr,
—— u = const.
v = a(b, 77} 1‘;: const.
7 a C?S(b .
r \sing e
e Umflossener Kreiszylinder:
1 1 1 , —i¢
f(z):u+iv:§ (z+;) =3 <T61¢+e ), |z| =r>1
1
o cos ¢ (r+—),
2 r
sin ¢ < 1) ,,,,,, b= oo,
v = r——, =V
2 r

- 1 T
V=—
2r2<

2 — cos(20)
— sin(2¢)

) |
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Randwertprobleme in der Praxis:

Problem: Harmonische Funktion ®(z, %) gesucht mit ® = ¢ € R auf Kurve v C R?,
dh. @(§(t),n(t)) = c fir y(t) = (§(t),n(t)) €R?, t €I = (t,f2) CR.

— Suche z.B. holomorphe Funktion f = u+iv, die die Kurve ., = {£(¢)+in(t) |t € I}
auf ein Intervall der reellen bzw. imagindren Achse abbildet:

Im(f(ay(t)) = v(&(t), n(t)) = 0 bzw. Re(f(ay(t))) = u(&(t),n(t)) = 0 VL.
= Losungsfunktion:  ®(z,y) =v(z,y) + ¢ bzw. &(z,y) = u(z,y)+ c.

Wichtige Sitze zur praktischen Anwendung

Losungen der Laplace-Gleichung A® = 0 zu verschiedenen Randbedingungen kénnen
durch holomorphe Abbildungen ineinander {ibergefiihrt werden:

Satz 2.14 (Invarianz harmonischer Funktionen)

Sei f: G — G eine holomorphe Funktion zwischen Gebieten G, GcCud®:G—R
eine reelle harmonische Funktion. Dann ist ® = ® o f : G — R ebenfalls harmonisch.

Beweis:
Vorgrift auf Satz 3.8:

f”, und damit alle 2. partiellen Ableitungen von u und v, existiert auf G und ist dort
stetig.

Notation:  ®(f =u+1iv) = ®(u,v), @(z =2 +iy) = (2,y) = ®(u(z,y),v(z,y)).
Anwendung der Kettenregel liefert:
O, = (Pof),=Puu, + Py,
Py = (Puttz + Puvz)s

o, = o= <<i>uuuy + (fuvvy) Uy + (fuuyy + ((i)Uuuy + éwvy> vy + (fvvyy
Ad = &, + Dy,
= ii)uu(ui +ul) + D, (02 + vj)J + 2B, (Vptty + vyuy)
= éuu(u?ﬂru%fv%f‘v%) = ®u (u2+uZ—u2—u2) =0 = ~uyletuzuy =0

+ P, (Uzs + Uyy) + o, (Vzz + Vyy)
—_——— —_————
=Au=0 =Av=0
= 0. q.e.d.
Satz 2.15 (Lokale Charakterisierung harmonischer Funktionen)

Sei @ : G — R eine auf dem Gebiet G C C harmonische Funktion. Dann gibt es zu jedem
Punkt zy € G eine Umgebung U C G und eine holomorphe Funktion f: U — C, so dass
® = Re(f) oder & = Im(f) auf U.

Beweis:  Siehe z.B. [6].
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Kapitel 3

Komplexe Integration

3.1 Komplexe Kurvenintegrale

Definition 3.1 (,, Komplexes Kurvenintegral®)

Sei f: D — Ceine in D C C stetige Funktion und « : [tg, 1] — D ein ,Integrationsweg*,
d.h. eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann das ,komplexe Kurvenintegral®
entlang « ist definiert durch:

/dz f(z) = / 1 dt f(a(t)) c(t) (3.1)

to

Anmerkungen:

,Stiickweise stetig diff’bar = stetig diff'bar bis auf endlich viele Punkte.
d
Sei a(t) = a(t) + ib(t) mit a,b € R, d.h. a(t) == d—‘:

- 1(t
to(t) = <Z(t))) der Tangentenvektor an die Kurve in a(t) im R,

(

Die rechte Seite von (3.1) beruht auf der Definition reeller Integrale:
fz) = flz+iy) = ulz,y) +iv(z,y),
/ dz f(2) = / dt (u(a(t), b(t)) a(t) — v(a(t), b(t)) Z}(t)>

to

(t) = a(t) + ib(t). Dann ist

+i / at (u(al0).5(0) b(t) + v(a(t).b(0) a(n) . (32)

to
— Berechnung wie in der reellen Analysis.
Integrale tiber geschlossene Wege a, d.h. Wege mit a(tg) = a(t;), werden oft durch
% gekennzeichnet. Die Orientierung eines geschlossenen Weges ist positiv (negativ),

wenn dieser in C entgegen dem (im) Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

“Uneigentliche Integrale“, in denen a(t) — oo fiir ein ¢ — £, sind gesondert zu

behandeln.
39
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Satz 3.1 (Eigenschaften von Kurvenintegralen)

Seien f, f1, fo stetige Funktionen und « wie in Definition 3.1.

a) Linearitét:

/adz (c1fi(2) + cafo(2)) = a1 / dz f1(2) + ¢ / dz fo(2), 1,00 € C. (3.3)

« [}

b) Sei 7 : [so,s1] = [to, 1] eine Umparametrisierung der Kurve «, d.h. (o 7)(s) =
a(7(s)) mit 7(sg) = to und 7(s7) = ¢;. Dann gilt:

/adz f(z) = /a dz f(2). (3.4)

¢) Sei a zusammengesetzt aus g : [to,t1] = C und ay : [t1,t] — C, d.h. ay(t;) =

as(ty). Dann gilt:
/def(z):/al dzf(z)Jr/aQ dz f(2). (3.5)

d) Sei a: [to, t1] — C der umgekehrte Weg zu «, d.h. &(t) = «a(t; + to — t). Dann wird
definiert —a := @, und es gilt:

/ddzf(z) Z/_adzf(z) = —/def(z). (3.6)

e) Falls f auf einem kompakten Weg a beschrénkt, d.h. M = max |f(2)| < oo, gilt:

zEQ
t1
/dz f)| <ML, wobei L,= / |dz| :/ dt |a(t)| = Bogenlénge von «.

to

(3.7)
Beweis:
e a)-d) folgen unmittelbar aus reeller Analysis.
Exemplarisch fiir b) durch Anwendung der Substitutionsregel:
51 d 51 doa d1
/ dz f(2) = / ds f((a OT)(S)) —(aoT)(s) = / ds f(a(T(s))) ———
oor s ds s dr ds
——— 0
= da(r(s) = do dr
f da
= dt t)) —.
[ atren)
e ¢): Abschitzung von Partialsummen der zugrundeliegenden reellen Integrale:
al ty—t
. . 1— 1o
/adz flz) = Nhinoo];m flaty) aty), te=to+kAt, At = -
D AL f(alte) dlte)| < )AL f(alty))] 1d(t)] < MY AL a(ty)] .
k k k
Im Limes N — oo folgt: /dz f(z)] < M/dt la(t)] = M L,. q.e.d.
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Beispiele:

e Potenzfunktion: f(z) = (2 — 2)", n € Z.

Weg = Kreis um z € C: o= K,.(29) = {z]2(t) = 20 + 7, 0 < t < 27}

2m o

= ir"“/o ’ dt [cos ((n+ 1)t) +isin ((n+ 1)t)].

2w

i,r,nJrl ] .
_ ——] [sin ((n+1)t) —icos ((n+ 1)t)] ) n# —1,
o, n=—1
0, n# —1,
= 7 (3.8)
2w, n=—1.
e Exponentialfunktion:  f(z) = e®.
Wegstrecke: o = {z]z(t) = ag + (ay — ap)t, t € [0,1], ag,a; € C}.
1 1
= /dz ef = / dt et @=alt (4, — q0) = (ay — ag)e® / dt el —ao)t
@ 0 0
| —

wie reelles Integral

(zerlege z.B. in Re und Im)

— W e(a1—ao)t = M _ g% (3.9)

0

= Wegunabhéngigkeit, falls a = Polygonzug a9 — a; — --- — an:

N

/dz e’ = Z(e“k — e¥1) = N — %0, (3.10)

k=1

— Verallgemeinerung auf beliebigen Integrationsweg « durch Approximation

durch Polygonzug!
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3.2 Cauchyscher Integralsatz

Satz 3.2 (,,Cauchyscher Integralsatz*)

Sei f : G — C holomorph auf dem endlichen, einfach zusammenhéngenden Gebiet G und
« eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die ganz in G verlauft. Dann gilt:

fdz f(z)=0. (3.11)

Bewelis:

a) Beweis fiir Dreiecksweg A mit Umfang L:

Sukzessive Zerlegung von AP in je 4 dhnliche
Dreiecke Agfll durch Verbinden der
Mittelpunkte der Seiten.

< Nach n Schritten: 4" Dreiecke AY mit k = 1,...,4" mit Umfang L, = 27"L.

Da sich Integrale iiber innere Linien aufheben, gilt:

fAdzﬂz) - iﬁéw dz £(2).

Wihle eine Folge von geschachtelten Dreiecken A,,, so dass

f £

A, = A,(f”) C A,_1 mit = max

A'Ezk)CAnfl

$ 001

= Abschétzung:

# a2 16)

4

<y

k=1

j[Andzf(z) .

Die Folge {A,} zieht sich auf einen Punkt zy € G zusammen, d.h. (| A, = {20}.
n=0

iﬁ(m dz f(z)

k=1 1

< < g

Da f in einer Umgebung U von z, diff 'bar, gilt nach Satz 2.8:
F(2) = F(z0) + F20)(z = 20) + 2 = 2ol o(z) mit T fofz) =0,

= Zu jedem ¢ > 034 > 0, so dass |fo(2)| < €¢/L*V z € Ds(2).
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Fiir hinreichend groBe n gilt A,, C Ds(2), so dass gilt:

7{ dz f(2)| = 7{ dz [ f(20) + f'(20)(2 = 20) +|2 — 20| fo(2)]

An

Integral ist trivial 0.

= 7{ dz |z — 20| fo(2)
An

< — 2| L
< max |fo(z)] max|z —z| Ly

AN J/

-~

—~—
<€/L2 <Ln
< €—2 = 4 "

$aer| <o\ f A £

b) Verallgemeinerung von 7{ dz f(2) = 0 auf beliebige Polygonziige:
A

< 4" < 4"47" = e

= %Adzf(z) =0, da:

Hilfssatz (,, Triangulierung®): Das Innere eines einfach geschlossenen Polygons P

lasst sich durch Diagonale in endlich viele Dreiecke A; zerlegen (Beweis siehe z.B.
2], Kap. I, §6, Satz E).

N jidzf(z):Zﬁjdzf(z):O.

Falls P mehrere geschlossene Komponenten P; besitzt, konnen die P; durch Strecken
S;. verbunden werden:

P=UPp;

P'=PuU (ij Sk) U (L}CJ(—Sk)) :

f-f

¢) Approximation des Weges o mit Lénge L, durch Polygonzug:

Py

Da o kompakt ist und ganz in der offenen Menge G liegt, 34 kompakte Menge M € G
mit o« C My = M\OM.

Da f stetig in G, ist f gleichméssig stetig auf M nach Satz 2.1, d.h. zu jedem
e> 04 > 0, so dass:

|f(z1) — f(22)| < €/(2Ly) V21,20 € M mit  |z; — 29| <.
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Sei «a(t) mit ¢ € [tg,t1] eine Parametrisierung von «. Dann existiert eine Partition
o=ty < < <T, =t mit 2 = a(7y), so dass:

< mit |z — 21| <6, k=1,...,n.

€
2

[ XEVCED SFCACEE

Sei P das von den Strecken S(zx_1, zx) von z,_; nach z; aufgespannte geschlossene
Polygon, dann gilt ebenfalls:

|| < €/(2La)

$.4:1G) = 3 el — 20

Da % dz f(z) = 0, ergibt sich damit:
P

1)

_ Hjidzf(z) S ) z“)] - dezf(z) -

< [ji dz f(z) — kzn:f(zk)(zk — Zkl)] + [7{3 dz f(2) _" f () (2 — Zkl)}
< €.
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Verallgemeinerungen des Cauchyschen Integralsatzes:
Satz 3.3

Sei f : G — C holomorph auf dem endlichen, einfach zusammenhéngenden Gebiet G und
auf G stetig. Sei ferner OG ein zuléssiger Integrationsweg, dann gilt:

ng dz f(z) = 0. (3.12)

Beweis:
Strategie:  Approximation von OG durch Polygon von innen (siehe [2]).

Satz 3.4

Sei f: G — C stetig auf dem Abschluss G des endlichen Gebietes G und holomorph auf
G\{20}. Sei ferner OG ein zuléssiger Integrationsweg, dann gilt:

f; Az f(2) =0 (3.13)

Beweis:
Zerlegung des Integrationsweges: 0G = oy + an + Ks(z0).

oG

%)

< max {|f()]} 2m0

Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes sowie Stetigkeit von f innerhalb Ks(zp):
fGKa(Zo

fgg dz f(2) 74 () 7{( )
= M<oo

< € firé < e/(2nM) zu beliebig vorgegebenem € > 0.

q.e.d.
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Satz 3.5 (Existenz einer ,Stammfunktion®)

Sei f : G — C stetig auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet G und % dz f(z) =0

fiir alle geschlossenen Wege o C (. Dann existiert eine holomorphe ,,Staﬁlmfunktion“
F:G — Cvon f,dh. F/ = f, und fiir das Integral entlang des Weges a(ay, as) von a;
nach ay (aq, a9 € G) gilt:

/( 4 £(2) = Flo) = (o). (3.14)

Die Funktion F' ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Beweis:
e [Existenz: Definiere:  F(z) = / d¢ f(¢) fiir ein festes ap € G.
a(ap,z)

Da ¢ dz f(z) = 0 fiir geschlossene Wege, ist F' unabhéingig vom Weg von ag nach
z, d.h. eine wohl definierte Funktion von z. Jeder Punkt z € GG ist durch einen Weg
von ag aus erreichbar, da G einfach zusammenhéngend. Ferner ist (3.14) erfiillt per
Konstruktion.
Beweis von F’(z) = f(z) (und damit Holomorphie von F') durch Grenzwertbildung:
Wiihle Az so klein, dass Dja.((2) C G. Dann gilt:
F(z+ Az) — F(z 1
489 =FE) gl _|L
z ZJa(z,z+ Az)

—_———
als Strecke wahlbar (Wegunabhingigkeit des Integrals)

dC f(¢) = f(2)

_ L Oldtf(z+tA2)AZ—f(Z)

- /Odt [f(z+tAz) — f(2)]

/

-~

|...| < e fiir hinreichend kleine |Az|,

da f gleichméfig stetig (e > 0 beliebig wihlbar)
< € nach Satz 3.1 e).

e Eindeutigkeit:
Seien F} und F5 beide Stammfunktionen von f, d.h. F] = Fj = f.
— ¢:= F} — F}, ist holomorph mit Ableitung ¢'(z) = 0Vz € G.
— Cauchy-Riemannsche Dglen. fiir g(z) = g(x + iy) = u(z,y) + iv(z, y):
U =v, =0 = u=u(y), v=nu(y), dh. Fkten. von y,
u,=v, =0 = wu=u(x)=const., v=1uv(r)=const..

= ¢(z) = const..

Anmerkung:
Satz 3.5 gilt insbesondere fiir holomorphe Funktionen f.
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Beispiele:
e Polynome: f(z) = Zakzk, D =C.
k=0

n
a2t

— k+1

= Stammfunktion: F(z) =

+c¢ ceC.

e Stammfunktionen fiir exp und trigonometrische Funktionen: D =C, ¢ e C.

f(z) =exp(z) = F(z) =exp(z) +c

f(z) =cos(z) = F(z)=sin(z)+c¢,
f(z) =sin(z) = F(z) = —cos(z)+c.
e f(z)=1, D=0C\{0}.

2
= F(z) =log(z) hat Eigenschaft F'(z)= f(z).
Aber:  F ist nicht Stammfunktion von f auf D = C\{0}!

d
Grund: D nicht einfach zusammenhéngend. = / % nicht wegunabhéngig in D.
z

d
Beispiel: 7{ & _oniA0=F(1) - F(1).
K1(0)

z

Ausweg:

Einschrankung von f und F' auf einfach zusammenhéngendes Gebiet,
z.B. D' =C\[0,—00). = F Stammfunktion von f auf D'.
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3.3 Cauchysche Integralformeln

Satz 3.6 (,1. Cauchysche Integralformel*)

Sei f : G — C holomorph auf dem Gebiet G und o C G eine geschlossene, positiv
orientierte Kurve. Dann gilt:

1 q f(z) f(20), falls zp € G innerhalb von «, (3.15)
_ Z —_— = .
2m J, 2 — 2 0, falls zy € G auflerhalb von a.
Beweis:
e 2o auflerhalb a:  Behauptung folgt aus Cauchyschem Integralsatz,
da M holomorph innerhalb «.
Z— 20
e 2o innerhalb a:  Anwendung von Satz 3.4 auf g(z) := M.
Z — 20
0 = %dzg(z) :%dz /() —%dz f(z0)
« « 2= 20 « 2= 20
—_——
Wegdeformation zu K (2)
wie in Beweis von Satz 3.4
1
= %dzm—f(zo)% dz
o zZ — 20 Ke(20) zZ — 20
:V27Ti, nach (3.8)
= %dz S 27i f(z0)-
o zZ — 20
q.e.d.

Beachte: Integrand in (3.15) ist einfache, auf a diff’bare Funktion von z.

— Falls Vertauschung von ﬁ und [ erlaubt, kénnte f'(zp) aus f(z) berechnet werden.

< Durch rekursive Anwendung auf f” etc. kénnte f(z) aus f(z) berechnet werden.

Vermutung in der Tat korrekt und hat weitreichende Konsequenzen!
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Satz 3.7 (Vertauschung von Integration und Differentiation)
Sei f(w, z) fiir w auf einem kompakten Weg « stetig und fiir z aus einem Gebiet G komplex

differenzierbar. Falls f,(w, z) := g—f(w, z) fir (w, z) € (o, G) stetig ist, dann gilt:
2

d

& adwf(w’z) = /Oédwfz(w,z). (316)

Beweis:
Wihle Az so klein, dass die Strecke v von z nach z + Az ganz in G verlauft. Dann gilt:

/dsz<w7<) = f(w,z—l—Az)—f(w,z),
/¢UXW@ :fxw@/hczfmmaAa

o

Anwendung:

9(Az) =

—Z(def(w,z+Az)—def(waz)) —/adwfz(w,z)

5
B /‘ (ﬂw2+A@ w2 o 0

= [awgs [ac(f00.0 - fw),

Da f, stetig und a kompakt, 3 zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass

f2(w, ¢) — fz(waz)} < €/L, V|Az| <6 undw € a.

= | fac(pn0-rwa)| < Siaa
= 19(82)] < g3 max| [ 4 (w0~ L0w,2)| = e
|AZ| weQ y ’ ’
<€‘E§|/La
= ¢g(Az) = 0 fir Az — 0 und damit (3.16). q.e.d.
Anmerkung:

Satz 3.7 bleibt korrekt fiir uneigentliche Integrale, falls / dw f(w, z) existiert und

«

/ dw f,(w, z) gleichméfig fiir z € G konvergiert. (Beweis sieche Ref. [2].)
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Satz 3.8 (,Allgemeine Cauchysche Integralformeln*)

Sei f: G — C holomorph auf dem Gebiet G und « eine geschlossene, positiv orientierte
Kurve, die ganz in G liegt. Dann ist f auf G beliebig oft diff’bar, und es gilt fiir n € N:

n! %d f(z) f™(z), falls zy € G innerhalb von a, (3.17)
_ Z _— = .
21 J, (2 — zo)"t! 0, falls zp € G auBlerhalb von a.

Bewelis:
Durch Induktion:

e n=0: korrekt nach Satz 3.6.

e n —»>n+1: Anwendung von Satz 3.7:

f) = f(n - dz omri % T z) "*1 (3. 16 omri 7{ R "*1
_ (n +1)! /)
= o 7{ Ce—a o

Satz 3.9 (,,Cauchysche Ungleichung®)

Sei f : G — C holomorph in G und die Kreisscheibe D,(z) ganz in G enthalten. Dann

gilt:
nl

PO < & max (). (3.18)

r" z2eK,(z0)

Beweis:
Nach Satz 3.8 gilt:

ﬂf o —JE) |2 @ = T max ).
Kr(20)

27 (z — zo)"t1| — 21 1L LK, (z0) " 2€K,(20)
q.e.d.

50|

Satz 3.10 (Morera)

Sei f : G — C stetig auf dem einfach zusammenhingenden Gebiet G und % dz f(z) =

a

fiir alle geschlossenen Wege o C G. Dann ist f in G holomorph.

Beweis:
Nach Satz 3.5 3 eine holomorphe Stammfunktion F': G — C mit F’ = f.
= F und damit f beliebig oft diff'bar nach Satz 3.8. q.e.d.
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3.4 Ganze Funktionen und Fundamentalsatz der Al-
gebra

Definition 3.2 (,Ganze Funktion®)
Eine Funktion f: C — C, die auf ganz C holomorph ist, heifit ,,ganze Funktion®.

Satz 3.11 (Liouville)
Eine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
Beweis:

Sei |f(z)] < MV zeC.

M
Dann gilt fiir beliebige € > 0 und zy € C nach Satz 3.9 mit r = —:
€

Z Z M
maXeer, o) [f(2) _ M _ (3.19)
r T

= f'(2) =0Vz e C, d.h. f(z) = const. q.e.d.

|/ (20)] <

Anmerkung:
Als ,,ganze rationale Funktionen* kommen Polynomen eine besondere Bedeutung zu.

Hilfssatz zu Polynomen:
Satz 3.12

Zu jedem Polynom P,(z) = Y_;_,axz" vom Grad n (d.h. a, # 0) und jedem € > 0 gibt
es ein r > 0, so dass fiir alle z mit |z] > r gilt:

(I =€) fan| 2" < [Pu(2)] < (14 €)an|[2]". (3.20)
Beweis:
Setze M = max LRy jedes € > 0 gilt dann fiir |z| > nM/e:
P.(2) —a |a nM
n _1‘ _ _kzk—n S _k | ‘k—n S T <o«
apz" an, n |2|
k=0 k=0

S —clay| 2]t < Pu(z) —anz" < €lay|z|™
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Satz 3.13 (, Fundamentalsatz der Algebra®)

Jedes Polynom P,(z) = >"}_, axz* vom Grad n ist darstellbar als:
P.(x) = an(z—21) (2 — zn),

wobei verschiedene Nullstellen z; von P, gleich sein kénnen.
Beweis:
e Existenz einer Nullstelle fiir n > 0:
Betrachte f(z) = 1/P,(z).
Nach Satz 3.12 gibt es z.B. fiir € = 5 ein 7 > 0, so dass:

|an| |z|" |an|r" 1
P, > > = — Viz|>r

= |f(z)] < My Y|z|>r

Annahme:  P,(z) hat keine Nullstelle. = f(z) holomorph Vz € C.
— f(z) beschriankt auf kompakten Gebieten, d.h. |f(2)| < M V|z| <.
— f(2) beschréankt auf C:  f(z) < max{M;, My} Vz € C.

— f(z) = const. nach Satz 3.11.

— Widerspruch, da n > 0.
e Induktion in n:

— n=20: Satz trivial erfillt.

(3.21)

—n—n+1: Wie oben gezeigt, hat P,1(z) mindestens eine Nullstelle z,.

Anwendung des Divisionsalgorithmus liefert:

Pn-l—l(z) = (Z - Zn-i—l) pn(z) +c c¢€ C.
—~—
Polynom vom Grad n
— 0 = Pn+1<zn+1> = C.

= Poa(2) = (2 = 2011)pn(2)
= aps1 (2 — 21) -+ (2 — 2p41) nach Induktionsvoraussetzung.

q.e.d.



Kapitel 4

Potenzreihen und analytische
Funktionen

4.1 Funktionenreihen

Definition 4.1 (Konvergenz von Funktionenreihen)

Sei { fr}2, eine Folge von Funktionen f; : M — C mit M C C.

a) Z fr heiBt | punktweise konvergent“ gegen eine Funktion f : M — C, falls
k
> felz) = f(z) V2 € M.
k=0
b) Z fr heiBt | gleichméBig konvergent® gegen f, falls zu jedem € > 0 ein ny existiert,
k

<e Vze M.

so dass fiir alle n > ng gilt:  sup
M

> iz = f(2)

c) Z fr heiit  kompakt konvergent“ auf M, falls die Reihe auf jeder kompakten

k
Teilmenge K C M gleichméfig konvergiert.

Satz 4.1 (Hierarchie von Konvergenzen)

Jede gleichméBig konvergente Reihe ), fi ist auch kompakt konvergent; jede gleichméfBig
oder kompakt konvergente Reihe ist auch punktweise konvergent.

Beweis: trivial.

93
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Satz 4.2 (Stetigkeit von Reihen)

Sei { fx}32, eine Folge von stetigen Funktionen f; : M — C und > /7, fi(2) gleichméBig
konvergent. Dann ist auch die Grenzfunktion f(z) = Y, fi(2) in M stetig.

Beweis:
Sei € > 0 vorgegeben und F,,(z) := > _;_, fr(2).

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von ) ;- fi existiert ein ng, so dass
1F(2) — f(2)] < % V2 € M.
Da F,, stetig in zg € M, existiert ein § > 0, so dass
|F(2) — Fu(z0)] < %, falls |z — 29| < 0.

= f stetig in z, da:

1f(2) = f(z0)| < [f(2) = Fu(2)| + [Fal2) = Fal20)| + | Fn(20) — f(20)] < €
</3 <e/3 <e/3

Satz 4.3 (Weierstrass-Kriterium)

Sei { f1, }72, eine Folge von stetigen Funktionen fj, : M — C und )~ ax eine konvergente
Reihe reeller Zahlen a, > 0. Falls es ein ng € N gibt, so dass

|fx(2)| < ar Vz e M und k > ny,

dann konvergiert Y, fi auf M absolut und gleichméBig gegen eine stetige Funktion auf
M.

Beweis:
Die absolute und gleichméfiige Konvergenz folgt direkt aus dem Majorantenkriterium
(Satz 1.11).

= f(2) =) ful2), z€M.

ist stetig nach Satz 4.2. q.e.d.
f g
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Satz 4.4 (Vertauschung von Summation und Integration)

Sei { fx}72, eine Folge von Funktionen f;, : M — C, die auf dem kompakten Integrations-
weg o C M stetig sind. Falls f =77 | fi auf a gleichméBig konvergiert, dann gilt:

Adzf Z/dsz (4.1)

Beweis:
Sei L, < oo die Lange von «a. Zu gegebenem € > 0 9dng, so dass

> f(2)

Da f nach Satz 4.2 stetig und damit integrierbar auf «, folgt:

Josse= [ (ga0)| = | [ (0 -5 m0)

Satz 4.5 (Holomorphie von Funktionenreihen)

< €/Ly, Vn >ng, z €.

< —La = €.
La q.e.d.

Sei {fr}i, eine Folge von holomorphen Funktionen f; : G — C auf dem Gebiet G.
Konvergiert die Reihe f = 3"° ) fx kompakt auf G, dann ist f auf G holomorph, und die
folgenden Reihen fiir die Ableitungen von f konvergieren kompakt:

fO(z) Zf ), leN. (4.2)

Beweis:
e Holomorphie von f:

Mit fi ist auch f stetig auf G (Satz 4.2), so dass (4.1) angewendet werden kann.
Fiir jedes zp € G dr > 0, so dass D,(z) € G. Da f; holomorph, gilt fiir alle
geschlossenen Wege o C D,(29): %dz fr(z) =0

«

= f;dzf(z) (4%1) kz;jidsz(Z) = 0. (4.3)

= Holomorphie von f auf D,(z) in allen z; € G nach Satz 3.10.

e Berechnung von f® mit Cauchyscher Integralformel (Satz 3.8):
Integrationsweg = Kreis um 2z, mit Radius p = /2, so dass K,(z) C D,(20).
Abschéitzung von f fiir 2 € K C G (K kompakt) durch kompakte Konvergenz auf G:
Fiir jedes € > 0 Ing, so dass |f(2) — D1, fu(2)] <e-p'/l!Vz € K und n > ng.

’f(l)(zo) - Z f,i”(zO)
k=0
! f(z) = 3>k fu(2) 6~pl
o é{p(m) dz (z — zO)IOJrl o 1! ph+1

= (4.2). q.e.d.

n

& 7{ ) 7{
p— z—
211 J K (20 (2 — 2z)tH1 27?1 Kp(ZO (z — 20) l+1

2mp = €.
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4.2 Potenzreihen
Satz 4.6 (Konvergenzverhalten)
Die Potenzreihe P(z) = Y77 ax(z — 20)" konvergiere fiir ein ¢ # 2.

a) Dann konvergiert P(z) auf jeder Kreisscheibe D,.(zy) absolut und gleichméfig, falls
0<r<|¢—2z2|=R (=kompakte Konvergenz auf Dg(2)).

b) Ferner ist P(z) auf D,(z) holomorph, und die Ableitung von P ist gegeben durch
die ebenfalls auf D, (z) absolut und gleichméflig konvergente Reihe

P'(z) = Y kap(z—2)"" (4.4)
k=1

Im(z)

Bewelis:

a) Konvergenz von P(z):

S oar(C — 20)F = konvergent. = IM > 0, so dass |ax(¢ — 29)|* < M Vk.

Fiir r mit 0 < r < | — 20| definiere ¢ := T <1
¢ — 2ol
z—zl*
= an(z = 20)*| = lar(¢ — 20)"]- c U< M-g" Vzmit |z — 2| <7

oo
= Die konvergente geometrische Reihe Z M¢" ist eine Majorante zu

() k=0
P(z) = Zak(z — 2)*, d.h. P(2) konvergiert absolut nach Satz 1.11.
k=0

= Nach Satz 4.3 konvergiert P(z) auf D,(z,) absolut und gleichméBig.

b) Existenz und Form von P’(z):

Da Reihe fiir P gleichmiilig konvergent und ax(z — 20)* diff'bar, impliziert Satz 4.5
die Diff’barkeit von P(z) Vz € D,(zy) sowie die gleichméBige Konvergenz von P’ in
(4.4).

q.e.d.
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Satz 4.7 (, Konvergenzradius® von Potenzreihen)

Fiir jede Potenzreihe P(z) = >/, ap(z—zy)" existiert ein eindeutiger , Konvergenzradius®
R mit 0 < R < 00, wobei

a) die Reihe fiir R = 0 nur bei 2z, konvergiert,

b) die Reihe fiir 0 < R < oo auf dem ,Konvergenzkreis“ Dg(zy) absolut konvergiert,
aber fiir |z — zp| > R divergiert,

c¢) die Reihe fiir R = oo auf ganz C absolut konvergiert.

Die Konvergenz ist auf kompakten Gebieten des Konvergenzkreises gleichméfig.

Im(2)

Re(z)

Beweis:
Definiere: R =sup{r > 0|3¢ € C mit r = |{ — 2|, so dass P({) konvergiert}.

a) R=0: trivial nach Definition von R.
b) 0 < R <oo: Betrachte ein z € C mit |z — z| # R.
o |z — 2| < R: I mit |z — 2| <|¢{— 2| =r <R, so dass Reihe konvergiert.

= Nach Satz 4.6 konvergiert Reihe auf D,(z) absolut.
Da z € Dg(z) beliebig, konvergiert die Reihe auf ganz Dg(zo) absolut.

e |z — 2| > R: Reihe divergiert nach Definition von R.

¢) R=o0: trivial nach Definition von R.

Die gleichméflige Konvergenz auf kompakten Mengen folgt aus der glm. Konvergenz fiir
z € Dy(2p) mit r < R (Satz 4.6).
q.e.d.

Anmerkungen:
e Fiir |z — 29| = R ist keine generelle Aussage iiber Konvergenz/Divergenz moglich.

e Auf Grund der gleichméBigen Konvergenz in jedem kompakten Bereich D C Dg(2)
konnen Potenzreihen gliedweise integriert und differenziert werden (Sdtze 4.4 und
4.5).

e Auf Dpg(zo) liegt im Allgemeinen keine gleichméBige Konvergenz vor.
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Satz 4.8 (Cauchy-Hadamard)
Sei P(z) = > 72 ap(z — 20)" und v = k@ {/|ay,]. Dann gilt fiir den Konvergenzradius R
von P(z):

a) Falls v =0, dann ist R = oc.

b) Falls 0 < v < 0o, dann ist R = 1/7.

c¢) Falls v = oo, dann ist R = 0.

Zur Erinnerung:
Der ,, Limes Superior® limy, rj, einer reellen Folge {r;} ist deren groSter Haufungspunkt.

Bewelis:

Definiere ~y(z hm V |ax(z — 20)¥| fiir z € C, so dass y(z) = |z — 20| 7.
a) vy=0: Dannist y(z) =0Vz, d.h. klim v |ar(z — 20)¥| = 0.
—00

Ik fiir ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dass |ax(z — 20)¥| < ¢~ fiir k > k.

= Absolute Konvergenz von P(z) nach Majorantenkriterium (Satz 1.11).
b) 0 <y <oo: Fiir |z — 2 <1/yist y(z) < 1.

Jko und ein ¢ mit v(2) < ¢ < 1, so dass |ay(z — 20)*| < ¢" fiir k > k.

= Absolute Konvergenz von P(z) nach Majorantenkriterium (Satz 1.11).

c) 7y =o0: Fiir z # 2 sind Glieder in P(z) unbeschrinkt. = Divergenz.

q.e.d.
Beispiele:
e Geometrische Reihe: Z z— ) =1 +2—2)""
k=0

= ~v=I1lml=1 R=1.

k—o00

o P(z) = Zk“ (z — 2)" mit a € R,

k=0
= = lim k% = (hm kl/k>a —1°=1, R=1
k—oo k—o0

—Zk‘ z—2)f. = y=lim (kDY =00, R=0.

k—o0

I
8

k=0
=1
Z— z—z)f=e"" = y=Ilmk)Y* =0, R
P k! k—o0



4.3. TAYLOR-REIHEN 29

4.3 Taylor-Reihen

Lemma 4.1 (Entwicklungslemma)

Sei « ein kompakter Integrationsweg in C, zp € C\a und R = min,¢, |2 — 29| > 0 der
Abstand von zg und «. Ist die Funktion f auf « stetig, dann gibt es eine Potenzreihe

z) = Z ar(z — 2)", (4.5)

die auf Dg(zg) absolut und kompakt gegen die auf C\« definierte Funktion
1 f(¢)
e QWLdeg_z (4.

konvergiert, wobei gilt:

- / a¢ 1) k+1 (4.7)

Insbesondere ist g holomorph auf C\a.

Beweis:
Fiir ( € aund z € Dg(z) ist |z — 29| < R < |( — 20|, so dass folgende geometrische Reihe
konvergiert:

1 1 I R SR - e A
(—z  ((~2)—(z—2) (-2 1-FZ2 (-2 Z(C—Zo)

k=0

Da f auf « beschrinkt ist, 3¢ > 0, so dass |f(¢)| < ¢ V(¢ € a.
f(g) . (Z _ Zo)k

M

k
c z—2
< i <%) V(¢ € a, z € Dg(20).

=q<1

Da die Summe iiber ¢* Vz € Dg(2y) konvergiert, konvergiert folgende Reihe nach Satz 4.3
absolut und gleichméfig in ¢ € a:

MO _ O iz QO
C—Z_C—zo Z(C—zo) _Z(C_zo)kH( 0)".

k=0 k=0

Nach Satz 4.4 kann f d¢ und ), vertauscht werden, so dass fiir alle z € Dg(2) gilt:

Z 2%1/ — 2) k+1 (z—20)" = P(2).

27r1

Nach Satz 4.6 konvergiert die Reihe P (z) absolut und gleichméBig auf allen D, (zp) mit
0 <r < R, d.h. es liegt kompakte Konvergenz vor.

Da P(z) fiir alle zg € C\« konstruiert werden kann, ist g dort iiberall holomorph.
q.e.d.
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Satz 4.9 (Cauchyscher Entwicklungssatz)

Sei f: G — C auf dem Gebiet G holomorph, 2y € G und R > 0 der maximale Radius,
so dass Dg(29) C G. Dann gibt es eine Potenzreihe P(z) = Y ;7 ai(z — 2)", die auf
Dr(2) absolut und kompakt gegen f konvergiert. Die Funktion f ist auf G beliebig oft
differenzierbar, und es gilt

Kr(z0)

k! 27i z — zp)k 1

Beweis:
Sei 0 < r < R. f auf K,(z) C G stetig.

= Nach Lemma 4.1 gilt:
1 f(¢)

P(z) = ag(z — zo)k = — d¢ , 2 € D.(2),
kz% 27 Kr(20) -z
1 z
SN R
Tl Kr(z0) (Z — Z())

mit absoluter und gleichméfiger Konvergenz der Reihe.
Nach der 1. Cauchyschen Integralformel (Satz 3.6) gilt f(z) = P(2) Vz € D,(z).

Nach der allgemeinen Cauchyschen Integralformel (Satz 3.8) ist f auf D, (zg) beliebig oft
diff'bar, und es gilt f*)(2) = ay, - k!.
q.e.d.

Satz 4.10 (Identitéatssatz fiir Potenzreihen)

Stimmen zwei auf D,(z) (r > 0) konvergente Potenzreihen Pi(z) = > .2 ar(z — z)*

und Py(z) = > 77, be(z — 29)* an verschiedenen Punkten z, € D, (z) iiberein, die sich in
20 # zp hdufen, d.h. Pi(z,) = Py(z,) mit lim,_, 2, = 29, dann sind P; und P, identisch,
d.h. a;, = b, k € Np.
Beweis:
Py, Py auf D,(zp) holomorph. = h(z) = Pi(z) — Pa(z) auf D,(z) holomorph.
Nach Satz 4.9 konvergiert dann die folgende Reihe fiir z € D,.(z):

h(z) = Y (ar —b)(z — 20)".

k=0

Annahme: J1 € Ny mit a; # b, aber ap = b, k=0,1,...,1 — 1.

Betrachte folgende Reihe, die auch auf D, (zy) konvergiert:

H(z) = % = Z(ak—bk)(z—?&o)k*l =aq—b+(a—b)(z—2)+...,

— Widerspruch durch Stetigkeit (da H holomorph) bei z — 2:

h h
a—b = H(z) = lim H(z) = lim _ME) g M)

—— = 0. e.d.
z2—r20 (,Z — 2;0)1 k—ro0 (Zk — Zo)l 4-€
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4.4 Identitatssatz und analytische Fortsetzung

Satz 4.11 (Identitédtssatz fiir holomorphe Funktionen)

Fiir zwei auf einem Gebiet GG holomorphe Funktionen f, g : G — C sind folgende Aussagen
aquivalent:

a) f(z) =g(2) Vz € G.

b) f(2) = g(2) Vz € D.(2) C G fiir ein 2z, € G und ein € > 0.

¢) 3 Folge {z,} C G mit z, # z und lim z, = z; € G, so dass f(z,) = g(2,) Vn € N,
d) 3z € G mit f®)(2) = g™ (20) Vk € No.

Bewelis:

a) = b) — ¢),d):  Trivial.

c) — b):  f, g holomorph.

— Potenzreihenentwicklungen in einem Kreis D, (zy) nach Satz 4.9,
die aber nach Satz 4.10 identisch sind.

d) = b):  f, g holomorph.

— Identische Potenzreihen fiir f, g in einem Kreis D, () nach Satz 4.9.

b) — a): ,Kreiskettenverfahren

Wihle beliebiges Z € G und einen kompakten Weg o C GG von 2, nach Z.

Abstand von « zu 0G:  d=min{|z — /| |z € a, 2/ € G} > 0.

Da a kompakt, 3 endliche Partition {z,}"_, von a mit 2= 2y, 2, €a, |2, — 2,_1| <d.

Nach Satz 4.9 gibt es fir f, g auf allen Dy(z,) konvergente Potenzreihen um z,.

Beachte:
Da |z, — zn_1| < d, gilt 2z, € Dy(2p—1).

— 3 Folgen {zg)};io C Dy(zn—1) N Dy(z)
mit llim P
—00

= Induktionsbeweis von f(z,(f)) = g(z,(f))
und somit f = ¢ in allen Dgy(z,):
—n=0:f=gauf D2).
— Identische Potenzreihen fiir f, g nach Satz 4.9, die in D,(2) konvergieren.
— f(z%l)) = g(zy)), so dass f = g in D.(z1) nach c)
— Identische konv. Potenzreihen fiir f, g in D4(21) nach Satz 4.9
—(n—=1)—=mn:  f=gauf Dy(z,-1).
— f=g ‘v’z,(f), so dass Potenzreihen um z, identisch nach Satz 4.10.

= [(Z=2y) =92 = zn). g.e.d.
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Definition 4.2 (,,Analytische Funktion®)

Eine auf einem Gebiet GG definierte Funktion f : G — C heifit in 2y € GG ,;in eine Potenz-
reihe entwickelbar®, falls es ein r > 0 gibt, so dass D, (z9) C G und f auf D, (zp) mit einer
konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

f heiBt janalytisch“, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe entwickelbar ist.

Anmerkungen:

e Analytische Funktionen sind beliebig oft diff’bar und nach Satz 4.9 holomorph (und
umgekehrt).

e Zur Darstellung von f durch Potenzreihen im ganzen Definitionsbereich sind im
Allgemeinen Entwicklungen um mehrere Punkte notig.

Definition 4.3 (,,Analytische Fortsetzung*)

Seien fi : Gy — C und f5; : G5 — C zwei analytische Funktionen auf den Gebieten G,
und G4. Falls

filz) = faz) VzeGinNGy #0, (4.9)

dann heifit f; ,,analytische Fortsetzung“ von f; und umgekehrt.

Folgerung aus Satz 4.11:
Definiere auf G; U Go:

o fi(z), ze€ Gy,
f(z) = {fg(z)’ ey (4.10)

was auf Grund von (4.9) konsistent ist, dann folgt unmittelbar:

Satz 4.12 (Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung)

Seien f; : G; — C und f; : G5 — C analytische Fortsetzungen voneinander in den
Gebieten G und G, d.h. es gilt (4.9). Dann gibt es genau eine analytische Funktion
f:GLUGy — C, die in G; mit f; und in Go mit f5 iibereinstimmt.
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Wichtige Fragen:

Existenz / Konstruktion / Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung einer Funktion f
itber ein Gebiet G hinaus?

e Lixistenz?

Dazu muss ein Konvergenzkreis D,.(2)
um 2y € G iiber den Rand 0G hinausgehen:

< f holomorph auf G U K, (z) fortsetzbar.

e Konstruktion?
Kreiskettenverfahren
wie in Beweis von Satz 4.11:
Aber:

Kreise konnen immer kleiner werden.

— Beschrinkung der Fortsetzung moglich!

e Findeutigkeit?  Nein!

Grund:
Mogliche Wegabhéngigkeit der Fortsetzung
beim Umlaufen nicht-holomorpher Punkte.

— Fortsetzungen dquivalent fiir
stetig ineinander deformierbare
(=,,homotope*) Wege.

— Zweige mehrdeutiger Fortsetzungen
charakterisiert durch Homotopieklassen.
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Wichtiger Spezialfall:
Satz 4.13 (,,Kleiner Schwarzscher Spiegelungssatz*)

Sei [ : G4 — C eine holomorphe Funktion auf G, wobei das Gebiet GG, in der oberen
komplexen Halbebene H, = {z € C|Im(z) > 0} liegt und dessen Rand dG ein endliches
Intervall I mit der reellen Achse gemeinsam hat. Falls f auf G U I stetig ist und auf
nur reelle Werte annimmt, ist f nach G = G, U [ U G_ analytisch fortsetzbar, wobei
G_ ={z|z € G.}. Ferner gilt:

FG) = f(z) YzeG. (4.11)

Beweis:
Definiere:  f(z) = f(2) Vz € G_.

— f stetig auf ganz G.

Ferner ist f in G_ holomorph durch Ubertragung der Cauchy Riemannschen Dglen.
aus G,:

ze Gy f(z) = flea+iy) = ulz,y) +iv(e,y), u, =1y, uy = —0,.
zeG_: f(z) = Uz,y) +iV(z,y) = f(z+1y) = u(z,—y) —iv(z, —y).
= Ux(x,y) - ux(x, _y) = _'Uy(x7 _y) = *|>‘/y(l‘,y),

Vi(z,y) = —ve(x, —y) = —uy (v, —y) = —Uy(z,y).

I
= [ stetig und j{dz f(z)=01in G, m(z)
da Wege a aufgeteilt werden konnen:

a = ?’G++St + ?‘}G,_St

~\~ ~~
= 04 =l

mit S, =t 410, t € [t1,1a).

fom(f of)-oeoen
« §—-0F oy o

= f holomorph in G nach Satz von Morera (Satz 3.10). q.e.d.




Kapitel 5

Laurent-Reihen und Residuensatz

5.1 Laurent-Reihen

Definition 5.1 (, Laurent-Reihe*)
Die Reihe

o0

L(z) = Z ar(z — z)* (5.1)

k=—00

heifit ,,Laurent-Reihe* um den Entwicklungspunkt zo € C mit Koeffizienten a, € C. Die
Teilreihen H und N von L = H + N,

Hiz) = Y alz—z) = —— 4 2 g, (5.2)
= z—2z0 (2— 20)
N(z) = ar(z — 20)* = ag+a1(z — 20) + as(z — 20)* + ... (5.3)

heiflen ,,Hauptteil“ bzw. , Nebenteil“ von L. Die Laurent-Reihe heifit (absolut) konvergent,
wenn H und N jeweils fiir sich (absolut) konvergent sind.

Anmerkung:
Das Konvergenzverhalten von H und N ist offensichtlich (Satz 4.7):

e N(z) = Potenzreihe mit Konvergenzradius Rs.

— Absolute und kompakte Konvergenz auf Dg,(2o).

o H(z=2 +1/¢) =a_1( +a_»(* - = Potenzreihe in ¢ mit Konvergenzradius p;.
— Absolute und gleichméfige Konvergenz V(¢ mit || < p < py,
d.h. Vz mit |z — z9| > r = 1/p, wobei r > Ry := 1/p;.

65
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Damit ist bewiesen:
Satz 5.1 (Konvergenzverhalten von Laurent-Reihen)

Die Laurent-Reihe L(z) = H(z) + N(z) konvergiert auf jedem Kreisring
K ry(20) = {z€Clr <|z— 2| <ra} (5.4)

absolut und gleichméfig, falls By < 7 < 13 < Ry (d.h. kompakte Konvergenz auf
Kg, r,(20)), wobei 1/R; und R, die Konvergenzradien der Potenzreihen H(zo + 1/()
und N(¢) in ¢ sind. Falls Ry > Ry, konvergiert L nirgends in C.

Im(z)

Re(z)

Anmerkungen:

e Falls Ry = Ry = R, kann fiir z mit |z — 2| = R punktweise Konvergenz vorliegen,
muss aber nicht. Fiir |z — 29| # R divergiert L jedenfalls.

e Auf Grund der kompakten Konvergenz auf K, g, konnen Laurent-Reihen gliedweise
integriert und differenziert werden (Sétze 4.4 und 4.5).
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Satz 5.2 (Laurent-Entwicklung)
Sei f ein Funktion, die auf einem Ringgebiet Ky, g,(20) mit Ry < Ry holomorph ist.

a) f 1aBt sich auf Kg, g,(20) in eine Laurent-Reihe entwickeln:

o0

f(z) = Z ar(z — 2)", z € K, r,(20)- (5.5)

k=—0oc0

b) Ist a ein geschlossener, positiv orientierter Integrationsweg, der ganz in Kg, r,(z0)
verlduft und die Kreisscheibe Dg, (z0) genau einmal umrundet, dann gilt:

1 f(¢
Beweis:

e Wahl cines Hilfsweges fiir ein beliebiges z € K, r,(20):

Iry,re mit Ry <1y < |2 — 20| <712 < Ry, dh. z € K, ,,(20) C Kpgy ry(20)-

— Definiere geschlossenen,
K T2 (ZO)

positiv orientierten Weg:

o ==K, (20)+ S+ K,,(20) — S.

= Nach Satz 3.6 gilt:
1

16)= 5 § ac

S SR .

KTQ(Z()) C - ZJ

27 Krl(zo) C— z 2—71'1

J/

::;:(z) ::?;(z)
e Berechnung von I5(2):
Fiir ¢ € Ko, (20) gilt |2 — 20| < [¢ — 2.
—  GleichméBige Konvergenz fiir ( € K,,(z9) von:

1 1 R N TS SR T A
(—z ((~2)—(z—2) (-2 1-FZ2 (-2 Z(C—Zo)

(—20 k=0

= L(z) = 1 dC& i (ﬂ)k’ Vertauschung von [ und )

2 Koy (20) ¢ — 2o —~ ¢ — 2o nach Satz 4.4

- 1 Q) N
= D g Mg e

k=0

Vv
=:ag
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e Berechnung von /;(2):
Fir ¢ € K;,(20) gilt |z — 20| > [¢ — 20]-
— GleichméBige Konvergenz fiir ¢ € K, (zy) von:

0o k
= I(2) = -1 d¢ f(¢) Z ¢ — %o Vertauschung von [ und )
! 271 J g, (z) Z — %0 I\~ % ’ nach Satz 4.4
N a1 f(©) - L
T CT S I G L NI o P e
k—0 ?ﬂl Kr, (20) (C - ZO) kJ ;

vV
=i0—k—1

e [,(z) konvergiert fiir |z —zy| < ro absolut; I5(z) konvergiert fiir |z — 2| > 71 absolut.
Beachte: Man kann mit r; bzw. 5 beliebig nahe an R; bzw. Ry gehen.

— f(2) = Lx(2) — I1(2) konvergiert auf K, r,(20) absolut, d.h. (5.5).

e In Berechnung von a; kénnen Integrationswege K, (zo) und K,,(zo) durch « ersetzt
werden, da Integrand f(¢)/(¢ — 20)* holomorph V¢ € Kg, r,(20). = (5.6).

q.e.d.
Satz 5.3 (Identitédtssatz fiir Laurent-Reihen)
Stimmen zwei auf K, ,,(z0) (r1 < r2) konvergente Laurent-Reihen
Li(z) = > a(z—2)"  La(z) = > bp(z—2) (5.7)
k=—00 k=—o00

auf K., ,,(20) tiberein, d.h. Ly(z) = Lao(2) Vz € K, 1, (20), dann gilt a, = by, k € Z.

Beweis:
Nach Satz 5.2 gilt fiir jeden Weg o in K, ,,(z2), der zy positiv umlduft und auf dem

L1 = L2 ist:

1 L) 1 Lo(Q)
ak_2—7ri adW—Qﬂ_l ad (C—zo)kJrl —bk, k € Z.
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5.2 Isolierte Singularititen

Definition 5.2 (,,Isolierte Singularitaten®)

Sei f eine auf D, (z9)\{20} holomorphe Funktion. Dann heifit z, ,isolierte Singularitét*
von f.Ist H(z) =Y 1, a_(z—2z0) " der Hauptteil der Laurent-Reihe von f um zp, dann

heifit zg
a) ,hebbare Singularitit®, falls a_, = 0Vk € N, d.h. falls H(z) = 0;

b) ,,Pol der Ordnung p € N, wenn H(z) nur endlich viele Terme enthélt, d.h.

p
= Za,k(z — %)% mita_, #0; (5.8)
k=1
¢) ,,wesentliche Singularitat®, falls H(z) unendlich viele Terme enthélt.

Beispiele:

sin z

o f(z)= , 2 # 0:  Laurent-Reihe durch Taylor-Entwicklung von sin 2:

o)
2k+1 Z2k

1 - k
)= LV e - 2 @y (59)

= Singularitét bei z = 0 hebbar; f holomorph auf ganz C mit Definition f(0) =

1
o f(z)zm,zséj:i: z.B. Entwicklung um z = i:
1 1 1 11 1 1
2) = %(z—i_eri) B _§Z—i+11—%(2—i)
S B QRN N
i 1 L - 5.10
2z—i+4k:0(2) (= =1) (5.10)

= Singularitét bei z =1 ist Pol 1. Ordnung (ebenfalls bei z = —i).

o f(z) = er, 2 # 0:  Laurent-Reihe durch Potenzreihe fiir exp-Funktion:

ok
z
k=0
= Singularitét bei z = 0 wesentlich.

— Frage nach weiteren Charakterisierungen der Typen isolierter Singularitdten?
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Satz 5.4 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Eine isolierte Singularitdt zy von f ist genau dann hebbar, wenn es eine ,punktierte
Umgebung® D (20)\{20} gibt, in der |f(z)| beschrankt ist. In diesem Fall ist f nach 2,
holomorph fortsetzbar.

Beweis:
Sei |f(z)] < M Vz € Dc(z0)\{20}-

Laurent-Entwicklung von f um zo; a; nach (5.6) mit o = Kj(2) mit 0 < < e

1 f(©) 1L M k )
= |— d{ ——-—| < — ——27n6 = M} 0 fir k <0.
ol = |3m f}é(zg) | < amigr T P
= Holomorphe Fortsetzung nach zy durch f(zy) = ap.
Die Beschrénktheit von f in D.(zp)\{zo} ist trivial, falls zy hebbar. q.e.d.
Satz 5.5

Eine isolierte Singularitit zy von f ist genau dann ein Pol, wenn

lim |[f(z)] = oc. (5.12)

Z—r20

Beweis:
e Sei 2y Pol p. Ordnung.
— g(2) = (2 — 20)?f(2) holomorph auf D.(zy) und ¢(zo) # 0.
de > 0, so dass |g(z)| > € Vz € Ds(z) fiir ein § > 0.

S e = 2L
|z — zo[P |z — 2|P z—z0

e Sei lim, ., |f(2)] = oc.
— h(z) = 1/f(2) holomorph fortsetzbar auf D.(zy) mit h(zy) = 0.
— Jp e N, so dass h(z) = (z — 2)? h(z) und h(z) # 0.
— f(2) = (2 — 2) Pg(z) mit g(z) = 1/h(z) holomorph auf D.(z),

d.h. 2y ist Pol p. Ordnung. q.e.d
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Satz 5.6 (Casorati-Weierstraf3)

Eine isolierte Singularitit zo von f ist genau dann wesentlich, wenn f(z) in jeder Umge-
bung D.(z0)\{z0} jedem beliebigen Wert beliebig nahe kommt, d.h. fiir jedes wy € C gibt
es eine Folge (z,) mit

lim z, = 2, lim f(z,) = wp. (5.13)
n—oo n—o0
Beweis:
e Falls (z,) mit (5.13) existiert, dann ist weder lim,,, |f(2)| = oo, noch ist |f(z)]

in einer Umgebung beschrénkt (sei M eine Schranke, dann ist wg > M unmoglich).

= Singularitdt wesentlich nach Sétzen 5.5 und 5.4.

e Sei zy wesentliche Singularitét.

Annahme: Jwy € C und € > 0, so dass |f(z) —wg| > € Vz € Ds(20)\{20}
fiir ein geeignetes § > 0.

— g(z) = 1/[f(2) — wy] ist holomorph auf Ds(z9)\{20} und beschrénkt.

— 2p ist hebbare Singularitdt von g nach Satz 5.4,
d.h. g ist auf Ds(zy) holomorph fortsetzbar.

— 2o ist hebbare Singularitdt oder Pol von f(z) = wo + 1/g(2).

Definition 5.3 (,, Meromorphe Funktion*)

Sei G ein Gebiet in C und Py C G eine diskrete Teilmenge. Eine Funktion f : G\P; — C
heiit ,,meromorph® auf G, wenn f auf G\P; holomorph ist und an Punkten z € P
hochstens Polstellen hat.
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5.3 Residuensatz

Definition 5.4 (, Residuum*)
Sei f: G\{z} — C holomorph auf dem ,punktierten Gebiet* G\{zo} und D.(z) C G.

Dann heifit 1
Res,,(f) = =— dz f(z) (5.14)

) . ) 27 Ke(z0)
das ,Residuum® von f in z.

Anmerkungen:
e Zur Berechnung von Res, (f) kann jeder Weg in G genommen werden, der z, genau
einmal positiv umlauft, da f auf G\{z} holomorph ist.

e Res,,(f) =a_1, wenn a; die Koeffizienten der Laurent-Reihe um z, sind, d.h.

ReszO( = 0, falls f holomorph in 2z, (5.15)

Res., ((z ) =1, (5.16)
Res,, ((z ’f) = 0, fallskecZ\{-1}, (5.17)
Res., <z — Zo) = ¢g(z0), falls g(2) in 2y holomorph. (5.18)

Satz 5.7 (,,Residuensatz*)

Sei f im Gebiet G holomorph bis auf endlich viele isolierte Singularititen 2y, ..., 2, und
a C G\{z1,...,z,} ein Integrationsweg, der das Gebiet G, C G einmal positiv umrandet.
Dann gilt:

%dzf = 2mi Z Res., (f (5.19)
Beweis: /<G

Definiere Umgebungen D.(z,) Vz, € G,
so dass:

D (z,) C G4 und D(z,)N Dcz,)=0.

Fiihre Verbindungswege S, von a nach K.(z,)
ein, die ganz in G,\ U, Dc(2,) liegen.

— Geschlossenener Weg:

oy = o+ Z (S, — K(2,) — S,).

v=
Zue(;a

f im Innern von «g holomorph.

:>0:£dzf(z):7{dzf Zj’{ dz f(z j[dzf —27rlzReszy

6(Zu

ZueGa ZugGa qed
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Anwendungsbeispiele zur Berechnung bestimmter Integrale:
a) Integrale der Form [ = / dz R(z), wobei R = rationale Funktion.
_ P(r) _ - k o - ! .
R(z) = ——=, P(z)= Zakz . Qz) = Zblz # 0 fir z € R.
Q) r =
— R hat my < m Pole z, (=Nullstellen von @), wobei Im(z,) # 0.
Es seien a,,, b, # 0 und m > n + 2, so dass:
M1 |an\ |Z‘n _ _9 .. .
R(2)| < ————— = M[]z|"™ < M|z V|z| > r fiir ein r > 0.
RO < Foiis = MU < M V|
= Waihle Integrationsweg:
a = [—r +r| + K.
mo
= 27i Z Res.,(R) = %dz R(z)
p=1 @ —r
Im(z,)>0
= / dz R(z) + / dz R(z)
—r K
=1, — 0firr — oo,
2m M
da: I, | < —2mr = Lk N}
T T r—00
00 mo
= / dzR(z) = 2mi Z Res., (R). (5.20)
) Im?z;;>0
Einfache Beispiele:
1 . 1 .
=112 2= +i, Res.oi(f) = —5 siehe (5.10).
[ o Res () = 2mi o = (5.21)
T2 7i Res,—; = 27— = .
1 . . im :
D=1 QR =(EHOE-QE+HOE=I), (=t =1+)/V2
— Relevante Pol ¢, Res, (f) ! !
elevante Pole: 2z = (, es,, (f) = , — = —
1 (C+OC+IOC—i)  4¢°
1 i
%=i¢, Resy(f)= =1
i D= "o - 06 +i10) 10
1+1 T

> q
= /Oo 1+zz4 = 27i [Res., (f) + Res.,(f)] = 2ni- = —  (522)

SN
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2m
b) Integrale der Form [ = / dt R(cost,sint), wobei R = rationale Funktion.
0

®

Integrationsweg = Einheitskreis:

dz = izdt,

cost = 3(z+271), sint =

3 \\
2(t) = €' = cost+isint, 0<t<2w /- >

- \\/

K

= (z—2z71).

L D I N :
=1 = 1ﬁ1(0)dzzR(2(z+z )’21(2 z ))J— 1ﬁ1(0)dzR(z)
=:R(2)
= 27 ) Res.,(R), (5.23)
n=0

wobei {z,} = Menge aller Polstellen 2, von R(z) mit |z,| < 1.
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c) Integrale der Form I(a) = / dz 2% 1 f(2), wobei f meromorph und
0

lim2°f(z) = 0, lim 2f(z) = 0, (5.24)

z—0 Z2—00

d.h. fiir a ¢ Z hat der Integrand einen Verzweigungspunkt bei 0.

3

Wiéhle Verzweigungsschnitt [0, +00), o @
d.h. Definitionsbereich des Integranden:
D =C\ ([0,+00) U Py), o N
1
Py = diskrete Menge \T -
der Polstellen von f. a3
R
Auswertung des Integrals auf Weg

o= Q1 + Qg + a3 + Qy.
= Iy(a) = fdzz“ Lf(2) 27?12Reszu “1f(2)), € Py

Auswertung auf Teilwegen:
o ar: 2, (t)=t+1i0, 0<r<t<R.

= I,,(a) = I(a) furr—0, R— oc.
o o 24,(t) = Re', 0<t<2m.

= |I,(a)] < 27R max [2° ' f(2)| = 27 max |2"f(z)] — 0 nach (5.24).
zEa zE2 R—00

o oy z,(t)=t—i0=2,(t), 0<r<t<R
Beachte: 2z, (t)*"! = exp {(a — 1) log (24,(t)) } = e¥maz, (1)L
—_—— ——r
= log (24, (t)) + 2ri

= I,,(a) = —e*™[(a) fiirr—0, R— oo.
o ay 2,,(t) = ell, 0<t<2nm.

,
= |l (a)] < 27r max|z*" ' f(2)] = 27 max [2°f(2)] — 0 nach (5.24).
zEeoy ZEay r—

= Resultat fiir r — 0, R — oc:

1 ﬂ-e*ﬂ'ia i
I(a) = 1o ola) = _sin(ﬁa) ZRGSZV (z f(z)), z, € Pr. (5.25)
—
= —2ie™sin(7wa)

Explizites Beispiel: 0 < Re(a) <1

e za—l T e—7ria Za—l T
o) = [ ae i = I8 T pes L () = (52
(a) /0 1 sin(ma) Res.— (z - 1) sin(7a) (5.26)

~~
— emi(a—1)
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5.4 Cauchyscher Hauptwert

Situation in der Praxis:
Pole 1. Ordnung liegen nahe am Integrationsweg oder durch Idealisierung sogar darauf.

Systematische Behandlung? — Wegdeformation:  bzw.  Verschiebung des Poles:

b

20

ap/r(€) = a deformiert durch 2y g/ (€) = infinit. nach rechts/links
Halbkreisbogen mit verschobene Polstelle 2
infinit. Radius €

Beachte:  Aquivalenz beider Behandlungen nach Cauchyschem Integralsatz!

Definition 5.5 (, Rechtswert®, | Linkswert“, , Cauchyscher Hauptwert*)

Sei « ein Integrationsweg im Gebiet G und f eine Funktion, die auf G\{zp} holomorph
ist, wobei zy € a. Dann heiflen

R | d = lim d , 5.27
/a z f(2) ol . z f(2) ( )
L[| dzf = lim dz f(2), 5.28

/o; : <z) =0 ar () : <z) ( )

PAdzf(z) = %[R/Oédzf(z)ﬂLﬁ/ade(z)]- (5.29)

,Rechtswert®, | Linkswert* bzw. ,, Cauchyscher Hauptwert“ des Integrals / dz f(2).

o
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Satz 5.8
Sei « ein Integrationsweg im Gebiet G und f eine Funktion, die auf G\{zp} holomorph
ist, wobei 2y € a. Dann gilt:

R/dzf(z) = P/dzf(z) — imRes,, (f), (5.30)
E/dzf(z) = P/dzf(z) + irRes., (f). (5.31)

Beweis:
Dies folgt umittelbar aus der Definition von R, £, P und

[,/adzf(z) —R/adzf(z) - J{Q(m) dz f(2) = 2miRes,, (f).

q.e.d.
Folgerungen:
e Sei = [a,b] C Rmit a < 0 < bund f(z) analytisch in a\{0}. Dann gilt:
b —€ b
P/ dz f(z) = lir&r [/ dz f(2) —|—/ dz f(z)} : (5.32)
a e a €

(Beweis als Ubung!)
Gleichung (5.32) dient als Definition des Hauptwertes fiir stetige, reelle f.

e Aus der Aquivalenz der Polverschiebung folgt ferner, falls f analytisch auf a:

R/E/ dz@ = lim/d 1) _ 77/ dz f(z) F ir £(0). (5.33)

z — =
e—0+ z + 1€

=, Dirac-Identitdt“ der d-Distribution:

1
r+i0

1
= PE F imdo(x), x € R (5.34)
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Der Hauptwert P erlaubt die Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel fiir den
Fall, dass zy € Integrationsweg:

Satz 5.9

Sei f : G — C holomorph auf dem Gebiet G und o C G eine geschlossene, positiv
orientierte Kurve. Fiir 2y € « gilt dann:

%Pj[dz (IR (5.35)

Z— 20
Bewelis:

Anwendung des Residuensatzes liefert:

R/adz% = 0,
c /a a: L3 oriRes, ( /(z) ) = 2rmi f(z0). T

zZ — 20 zZ— 20

= (5.35) folgt unmittelbar aus (5.29).

Folgerung:
Sei f(z) holomorph fiir z € C mit Im(z) > 0 und z # z, € R. Ferner gelte lim |f(z)| = 0.

|z]—o0

Aus (5.35) folgt:

i |2 ) 1 f(z)
o) = tm|op [ e T L 0 T
—

—0

\ 4

+oo
= iP dz /(z) :
zZ — X9

17T

—00

= ,Kramers-Kronig-Relationen*:

Re(f(x0)} = —P / " g @)

too e
tff)} = —2p [ ar T (5:30

d.h. Re(f) auf reeller Achse kann aus Im(f) auf reeller Achse berechnet werden und
umgekehrt.

— Wichtige Anwendungen in Optik, Elektrodynamik, Quantenmechanik, etc.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
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Kapitel 6

Grundbegriffe und elementare
Methoden

6.1 Grundbegriffe

Grundlegende Bezeichnungen:

e Eine Relation zwischen einer Funktion y(x) einer unabhéngigen Variablen z und
deren Ableitungen v/, ..., y™,

F(x,y,y',...,y(")) = 0, (6.1)

heiflt ,,gewohnliche Differentialgleichung n. Ordnung®“. Die Dgl. heifit ,explizit®,
wenn sie in der Form

y " = flyys Ly ). (6.2)
vorliegt; ansonsten heifit sie ,,implizit*.

e Eine ,allgemeine Losung® y einer gewohnliche Dgl. (6.1) ist eine Funktion y(z, {cx}),
die (6.1) erfiillt und von freien Parametern {c;} abhéngt, so dass jede Losung durch
Wahl geeigneter {c,} erhalten wird.

e Relationen zwischen einer (vektorwertigen) Funktion y(z) € RY einer unabhiingigen
Variablen 2 und deren Ableitungen y’,...,y™,

Fulz,y,y,....y™) = 0, k=1,...,K, (6.3)

definieren ein ,,System gewohnlicher Differentialgleichung n. Ordnung®.

e Eine Relation zwischen einer Funktion w(zy, ..., xy) mehrerer unabhéngiger Varia-
d"u
blen z; und deren partiellen Ableitungen u,, ..,, = ————F—,
1 " 8:61-1 ce aﬂfzn
F(z,ugy, ..y Upyozy) = 0, (6.4)

heifit ,,partielle Differentialgleichung n. Ordnung®.

— Nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

81
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Spezielle Fragestellungen (bei gew6hnlichen Dglen.):

Dgl.

Existenz von Losungen?
Welche Zusatzbedingungen legen allgemeine Losung eindeutig fest?

Anfangswertprobleme:

y(z) und einige Ableitungen y*)(z) bei x = z vorgegeben.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen in Intervallen I mit xq € 17?7
Randwertprobleme:

y(z) und einige Ableitungen y*)(z) bei z = ¢ und = = x; vorgegeben.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir « € [z, x1]7

1. Ordnung — Linienelement und Richtungsfeld:

Gegeben: ¢y = f(z,y) = Steigung des Graphen (z,y(z)).

Def.: (z,y, f(x,y)) =: ,Linienelement“ bei (z,y) € R?
,Richtungsfeld” := Gesamtheit aller Linienelemente.
\ Y '\\\\\
\,/////, o\ /1
Vo, VWA
v A \
\ 11 ' /
\ VT ’ \\\\\*l """ y(x)
o \\,///// {\\\\\l/
Beispiel: N /7 \\\‘\ Nz
Yy = —ysinz + sin(2x). N NN B N R A
AN 7/ s NN 7 NN /,/,
Spezielle Losung: AN N NN P
N R N ~////_ N ’
y(x) = 24 2cosx — e, ) YL,
\\\\\\ N v eiee
_____ \\\\\//;;/_____
..... \\\\\// . ./,___N

Anschaulich:  , Lésung muss ins Richtungsfeld passen®.
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6.2 Elementare Differentialgleichungen 1. Ordnung

a) Dgl. mit getrennten Variablen:

y' = fz)g(y). (6.5)
Losung durch Trennung der Variablen und Integration:
_ v
1@ = 5y
x x / (z) d
1 _ (e O T e 66
o [0 = [ agtis = [ s e oo

Satz 6.1

Ist f(z) im offenen Intervall I, und g(y) im offenen Intervall I, stetig, und gilt
g(y) # 0 Yy € I,, dann besitzt das Anfangswertproblem y(x¢) = yo der Dgl. (6.5)
mit x¢ € I, und yo € I, in einer Umgebung von z, genau eine Losung y(x).

Beweis:

Nach der Voraussetzung 3 Stammfunktionen F(z) und G(y) von f(z) und 1/¢(y),
dh. F'=fund G'=1/g in I, bzw. I,.

Waihle konstanten Anteil in G, so dass F(zg) = G(yo) fiir gegebenes y, € I,,.

— (6.6) lautet F(z) = G(y(z)) mit y(zo) = yo.
G ist in einer Umgebung I von yq invertierbar, da G'(y) = 1/g(y) # 0 Yy € 1,,.
= y(2) = GH(F(2),  ylzo) =G (F(z0)) = G (G(w)) = vo.

Auf Grund der Aquivalenz von (6.5) und (6.6) und der Eindeutigkeit des Inversen
G~ ist y(x) eindeutige Losung. q.e.d.
Beispiel:
Anfangswertproblem:

y = e¥sing, y(0) =yo € R. (6.7)
& / d f(¢) = / d¢ singé = 1 —cosx
0 0

() (z)
_ /y dn _ /y dne™ = ¢ % — e y(@)
Yo g(n) Yo

& y(x) = —In(e® —1+cosz). (6.8)

Beachte:  Die Losung existiert Yy, € R, ist aber nicht immer Vo € R definiert!
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Dgl. der Form:
y = flaz+by+ec), bAO,

Losung durch Transformation der abhingigen Variablen y gemaf
u(x) == azx + by(z) + ¢,
so dass (6.9) dquivalent wird zu
v = a+by = a+bf(u).

= Zuriickfithrung von (6.9) auf Fall a)!

Beispiel:
y = (z+y)
sau = 14+4% u=x+uy.
/!
d
& v = /d:c % = / . +uu2 = arctan(u) + const.
= arctan(z + y) + const.
= Allgemeine Losung: y(x) = tan(z +c¢) — x, ceR.
Dgl. der Form:
v = [fy/z).

Losung durch Transformation der abhingigen Variablen y gemif

so dass (6.14) dquivalent wird zu

= Zuriickfithrung von (6.14) auf Fall a)!

Beispiel:
g = v
r vy
s u = l<u—i—u) _ !
x u? xu?’
= /duu2 = %3+const. = — d?x = —In(z) + const.’

= Allgemeine Losung: y(r) = xv/c—3In(z), ceR.

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)
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d) ,Lineare Dgl.“:
y' + f(2)y = h(x). (6.19)

Analogie zu linearen Gleichungssystemen der linearen Algebra:

Allgemeine Lsg. von (6.19) = Allgemeine Lsg. der homogenen Dgl. y/'+ f(z)y = 0
+ spezielle Lsg. von (6.19).

e Lsg. der homogenen Gleichung wie in a): ¢ = —f(x)y, ¢g(y) = —v.

> Fl) = [desio)
dy —1 —x
Gly) = - m = —Ilny+const., G () = ce .
= y(z) = G F(z)) = cexp{—F(z)}, c€eR. (6.20)
e Lsg. der inhomogenen Gleichung (6.19) durch ,,Variation der Konstanten*:
Ansatz:  y(x) = C(x) exp{—F(z)}.
Einsetzen in (6.19) ergibt Dgl. fiir C'(x):
y'(@) + fey(e) = C'(z) exp{=F(z)} —ylx)F'(z) + f(z)y(z
=0

\—
-
=
8
~—

C'(x) = exp{F(x)}h(z).
Cz) = /d:p exp {F(x)} h(z).
= Allgemeine Lsg. von (6.19):

y(z) = exp{—F(z)} <c+/d:p exp {F(x)}h(x)) , ceR. (6.21)

Anmerkung:
Nach Satz 6.1 ist die Lsg. des zugehorigen Anfangswertproblems lokal eindeutig,
falls f, h stetig.

Beispiel: y +ysinx = sin® 7. (6.22)
Lsg. der homogenen Dgl. ¢/ + f(x)y = ' + ysinz = 0:
F(x) = /dx sinx = —cosx + const.
= y(x) = cexp{cosz}. (6.23)

Lsg. der Dgl. (6.22):

y(x) = exp{cos:c}/d:c exp{—cosx} sin®x, t:=cosx

= —exp{cosz} dte (1 —t%)

J/

TV
= exp{— cos z}(1+cos x)2+const.

= —(1+coswz)®+ cexp{cosz}, c€eR. (6.24)
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Voriiberlegung;:

Eindeutige Lsgen. der Dgl. ¢/ = f(z, )
definieren eine Kurvenschar,
die einen Teil von R? iiberdeckt.

Standardform der Kurvenschar:
F(z,y) = ¢ = const. <  F.(z,y) + Fy(z,y)y" = 0. (6.25)
Vergleich mit alternativer Form der Dgl.:
9(z,y) + h(z,y)y" = 0. (6.26)
Frage: Wann gilt g = F,,h = F,, d.h. wann ist (g,h)" ein Gradientenfeld VF'?
Bekannte Antwort:

e Notwendige und hinreichende Bedingung:  rot(g, k,0)* = (0,0, h, —g,)" = 0.
e Explizite Lsg.: Kurvenintegral in R? iiber beliebigen Weg «/(z, y) nach (z,y),

Ple) = [ e (9(6).n(e)). (6.27)

Definition 6.1 ,Exakte Dgl.“

Die Dgl. (6.26) heifit ,exakt*, falls g, h in einem Gebiet G' C R? stetig sind und eine
,Stammfunktion® F existiert mit (g, h)T = VI gilt.

Satz 6.2

Eine Dgl. (6.26) mit Funktionen g, h, die in einem einfach zusammenhingenden
Gebiet G C R? stetig diff’bar sind, ist genau dann exakt, wenn h, = g, auf G
gilt. Die Lsgen. y(z) der Dgl. sind dann gegeben durch F(z,y(x)) = ¢ mit der
Stammfunktion (6.27) mit geeigneten Konstanten ¢ € R.

Verallgemeinerung;:

Form (6.26) der Dgl. nicht eindeutig. Aquivalente Form fiir ¢ # 0:

o(@,y)g(x,y) + o(x,y)h(z,y)y" = 0. (6.28)
< TFalls (g, h)T # VF, suche ,integrierenden Faktor* ¢, so dass (¢g, ph)T = VF.

Anmerkung:

In einfachen Fillen lassen sich integrierende Faktoren oft erraten bzw. durch ge-
schickte Ansétze finden.

Im allgemeinen Fall ist das Finden von ¢ so kompliziert wie die Dgl. selbst.
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Beispiel:
y+2zy" =0, 9=y, h=2z,
gy =1 # h, =2.
Integri der Fakt o) L
ntegrierender Faktor: = —.
g NG
<—>ﬂ+2\/a?y’:0, gzﬁ, h =2\,
NZ% NZ%
1
gy:ﬁ:hx

= Dgl. (6.30) exakt mit Stammfunktion F(x,y) = 2\/xy.
Allgemeine Losung der Dgl. fiir x > 0:

, c€eR

y(r) = ﬁ

87
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(6.30)

(6.31)
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Kapitel 7

Anfangswertprobleme

Zur Behandlung der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit werden zunéchst einige Be-
griffe aus der Funktionalanalysis eingefiihrt.

7.1 Banach-Raum und Fixpunktsatz

Definition 7.1 ,Normierter Raum*

Ein ,normierter Raum*® ist ein Vektorraum V iiber dem Korper K = R bzw. C, auf dem
Va € V eine ,Norm“ ||a|| € R definiert ist mit den Eigenschaften:

a) Definitheit:

lla]| > 0, lla|]| =0 < a=0. (7.1)
b) Homogenitét:
[all = A ]all, A e K. (7.2)
¢) Dreiecksungleichung;:
la+b]] < [la][+[]b]] Va,b€V. (7.3)
Folgerung:
Ein norm. Raum V ist inbesondere ein metrischer Raum mit Abstand d(a, b) = ||a — b||.

— Auf V sind folgende Begriffe wie iiblich definiert:
Umgebung, offene und geschlossene Mengen, Konvergenz, Haufungspunkt,
Cauchy-Folge, Grenzwert, etc.

Definition 7.2 ,Banach-Raum*

Ein wollstindiger normierter Raum heifit ,Banach-Raum* (d.h. dort hat jede Cauchy-
Folge einen Grenzwert).

89
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Beispiele:
a) V =R" bzw. C" ist Banach-Raum mit ,,p-Norm* ||.||,, wobei 1 < p < oo:
n 1/p
Ixll, = (Z \mp) C x=(m...m)T eV (7.9
k=1
Spezialfille: .
Summennorm:  |[|x||; = Z |k, (7.5)
k=1
Euklidsche Norm:  |[|x]]s = = |x|, (7.6)
Maximumsnorm:  |[|x||o = max || (7.7)
b) V = C°(K) = Menge aller stetigen Funktionen f : K — R, wobei K C R™ kompakt.
V' ist Banach-Raum mit Maximumsnorm:
flle = mase|£Go)] (7.9
Beachte:

Kompaktheit von K entscheidend, da dann gleichméflige Stetigkeit vorliegt und
Funktionenfolgen gleichméflig gegen eine stetige Funktion konvergieren.

V = H*(G) = Menge aller beschriankten, holomorphen Funktionen f : G — C,
wobei G C C ein Gebiet.

V' ist Banach-Raum mit Supremumsnorm:
flle = sup[f(2)]. (7.9)
zelG

Beachte:

Beschrénktheit sichert ||f|| < oo Vf € V, Satz 4.5 (formuliert fiir Funktionenfol-
gen) sichert Existenz und Holomorphie der Grenzfunktion. Letztere ist beschrinkt,
da Cauchy-Folgen generell beschréinkt sind.

Definition 7.3 ,Aquivalenz von Normen*

Zwei Normen ||.|| und ||.||" eines Banach-Raumes V' heiflen dquivalent, falls es zwei reelle
Zahlen a, f > 0 gibt, so dass

alla" < [lal| < Bllal|" VaeV. (7.10)

Anmerkungen:

e Der Konvergenzbegriff zweier dquivalenter Normen ist identisch.

e Alle p-Normen in V = R" bzw. C" sind dquivalent.
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Definition 7.4 ,Operator, Funktional, Stetigkeit, Lipschitz-Bedingung*

Ein ,,Operator® ist eine Abbildung 7' : D — W mit D C V zwischen den normierten
Réaumen V,W. Falls W = R bzw. C, heifit T" auch ,,Funktional®.

a) T heiBt ,stetig® in a € D, falls aus @ = lim a,, auch T'(a) = lim 7T'(a,) folgt, d.h.
n—oo

n—oo

zu jedem € > 030 > 0, so dass ||T(a) — T(b)|| < eVb € D mit ||a —b|| <.
b) T geniigt einer , Lipschitz-Bedingung“ in D, falls
||T(a) —T(b)|| < L|la—b|| Va,b e D. (7.11)
Die Konstante L € R heif3t ,,Lipschitz-Konstante*.

Anmerkungen:
e Geniigt T in D einer Lipschitz-Bedingung, ist 7" in D auch stetig.

e I stets eine kleinste Lipschitz-Konstante: Ly = inf { L | L = Lipschitz-Konstante}.

Definition 7.5 ,Linearer Operator, Operatornorm®

Ein Operator T': V' — W heifit ,linear®, falls V, W Vektorrdume iiber dem Korper K = R
bzw. C sind, und

T(oa+ Bb) = oT(a)+ ST(b) Va,beV, a,p € K. (7.12)
Falls auf V' # {0}, W Normen ||.||y und ||.||w definiert sind, so definiert
T'(a
)= sup O (7.13
aeviioy lallv 14

ac
llallv=1

die ,,Operatornorm® von T', d.h. ||T’|| ist die kleinste Lipschitz-Konstante von 7" in V.

Satz 7.1 Seien T} : V. — Wiy und T, : W; — W, lineare Operatoren zwischen
normierten Rdumen. Dann gilt:

2T < [IT2]] [[Tal]. (7.14)

Beweis:
Der Fall ||T1]| = 0 ist trivial, da dann 7} = 0 und somit ||737}|| = 0.

Fiir ||T3|| # 0 gilt:

T5(T} T5(T} T
LG = sup T (Ti(a) v, sup | T2(Th(a))[lws |[T1(a)]lw,
eV \ {0} lallv aevioy  |[T1(a)|lw, lallv
T1(a)#0
T5(b T,
< sup || 2( )||W2 . sup || 1(a)||W1 _ ||T2|| HT1H

~ sewnvjoy |16l seviioy  lallv q.e.d.
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Beispiele:

a) Ist V=C" und W = C™ und T durch die m x n-Matrix A = (ay;) représentiert, so
induzieren die Normen ||.|[, mit p = 1,2, oo verschiedene ,, Matrixnormen®, z.B.:

Zeilensummennorm:  [|Alloc = max [|AX||o = | nax Z\akl\, (7.15)
m

1] [co=1 =1,..,
b) Sei V = C°(I) mit [ = [a,b] C R und W = R. Dann ist

T(f) = / at (1) (7.16)

ein lineares Funktional. Falls ||.||[y = Maximumsnorm und ||.||yr = |.|, dann ist

7] = b — a, da

b
T(f)| = /dtf(t)‘ < o—al max|f(@O) = palllfl (717

und |T'(f)] = [b — a| || f]| fiir f =const. erfiillt ist.
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Satz 7.2 ,Banachscher Fixpunktsatz*

Sei B ein Banach-Raum und 7" : D — B ein Operator mit 7(D) C D C B, wobei
D abgeschlossen ist. Falls T' eine ,, Kontraktion® ist, d.h. einer Lipschitz-Bedingung mit
L < 1 geniigt, dann hat 7" in D genau einen Fixpunkt, d.h. die Gleichung 7'(a) = a hat
genau eine Losung a = a € D. Ausgehend von irgendeinem ay € D, ergibt sich a als
Grenzwert der Folge (a;)p2,, wobei axy = T'(ay), d.h. kh_)Igo ar, = a. Dabei gilt:

Ly 1< 2
a — Qa
1—L k+1 k _1—L

||a1—a0||. (718)

lar, —al| <

Beweis:
e Als Hilfsmittel beweist man zunéchst die , Defektungleichung®:

lla—b|| < ﬁ(Ha—T(a)H Fb-TO))  VabeD.  (7.19)

,Defekt von a
Diese folgt unmittelbar aus:
la =0l = |[(a—="T(a)) + (T(a) =T(b)) + (T(b) = b) ||
lla =T (a)l| + ||T(a) =T®)|] + [[T(b) - b|

<
< lla=T(@)|[ + Llla =0l + [[b=T(®)l|

e Nachweis der 2. Ungleichung in (7.18):

lagsr —arll = |IT(ar) = T(ax-1)|l < Lllay — ar-a|| < ... < L¥|lar — ao|.
(7.20)

e Nachweis, dass (a;) Cauchy-Folge und somit konvergent gegen ein a € B, so dass
auch a € D auf Grund der Abgeschlossenheit von D.
Abschétzung fir [ = k +m (m € N):

1
law — al| < ﬁ( ax — T(ay)|] + |Jai - T(al)u) nach (7.19)
= llag—ax 1] = llar=ara]]
1
< 1-7 (L* + LY ||ay — aol| nach (7.20)
LF N oLk
= 1—L(1+L ) llar — aol| < 1_L||a1—ao|| -2 0

e Nachweis, dass a Fixpunkt durch Stetigkeit von T

T(a) = T< lim ak) = klim T(ag) = klim g1 = Q.
—00

k—00

e Eindeutigkeit: ~ Seien @ und b beide Fixpunkte, dann folgt aus (7.19) fiir a = a
und b = b sofort ||a — b|| =0, d.h. a = 0.

e Die 1. Ungleichung in (7.18) folgt aus (7.19) mit @ = a; und b = a.
q.e.d.
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7.2 Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Dglen. 1.
Ordnung

Ziel:  Untersuchung des Anfangswertproblems

y/ = f('rvy)v y(l’o) = Yo (721)

bzgl. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen.

Strategie:
Suche dquivalentes Problem y = T'(y) in Banach-Raum und verwende Fixpunktsatz.

Satz 7.3

Sei xy € I = [a,b] (I = kompakt!) und f: S — R auf S = I x R stetig. Dann ist das
Anfangswertproblem (7.21) dquivalent zu y = Ty, wobei T': C°(I) — C°(I) der Operator

<mm»=%+/%w@mm (7.22)

o

auf dem Banach-Raum C°(I) der auf I stetigen Funktionen ist (||.|| = Maximumsnorm).
Beweis:
Da f stetig, ist (T'y)(z) auf I stetig diff’bar, also insbesondere auf C°(I) definiert.
o (721) = Ty=y:
Einsetzen von (7.21) in Ty liefert:

T) = wo+ [ dey(®) = o)~ yao) = y(o)

zo
o Ty=y = (7.21):

(Ty)'(x) = flz,y(x) = o ().

Nach der Definition von T'y gilt auch (T'y)(xo) = yo.
q.e.d.
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Satz 7.4 (Satz von Picard-Lindelof)

Seixzg €l =1a,bl,yo € J=yo—r,yo+7r] (r>0)und f:S — R geniige auf S =1 x J
einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y,

|f(x,9n) = f(z,y2)] < Llys — ol (7.23)

Dann hat das Anfangswertproblem (7.21) genau eine Losung y(x) im Intervall I; =
IN[zg—d,xg+d =: o, B] # 0, wobei M = (mz)ixs\f(x,y)\ <oound d=r/M > 0.
T,y)€E

Bewelis:

o Firzelyundy e D={fe€CI,)|y(zo) = yo, y(x) € JVx € I} C C(I,) gilt:

[(Ty)(x) = yo| =

/ﬁﬁﬂumm’gzwm—xngWd:r.

o
= TyeD.

e (7.23) impliziert Lipschitz-Bedingung fiir 7" auf D, d.h. fiir y;,5o € D und = € I,
gilt:

[(Ty) () = (Ty2) ()] =

/x dt [f(t, (1)) = f(t, a(1))] ’

zo

< | [t tenon - stenon]
o
< | [ atlntt) - )| < Ll el o - .
zo
= |[Tyy = Twll < Lpllyi—wll, Lp=L[B—al

Aber:  Lipschitz-Konstante Lp kénnte > 1 sein!

e Zunichst Einschrinkung auf Intervall Ix = [xg — Aa, 2o + AB] mit Aa = T a,
n
B — @ f—a
n

und n € N, sodass Ly = L —— < 1.
n

AB =

= T eindeutiges y € C°(Ia) mit Ty = y nach Banachschem Fixpunktsatz 7.2.
e Sukzessive Fortsetzung der Losung zu Intervallen

[z — 2Aa, zg — Aal, [zg — 3Aa, g — 2Aq], ..., [, a + Aa] und

["L‘O + Aﬁal‘o + QABL [‘TO + 2A67x0 + 3AB]7 R [6 - Aﬁaﬁ]a
in denen iiberall die Lipschitz-Bedingung fiir 7" mit L < 1 gilt.

= Eindeutige Losung y(x) in ganz I, = |« (]. q.e.d.
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Beachte:  Hierarchie von Intervallen:

I Q Id 2 I A
T T T
Lipschitz-Bed. L &Tye D & Lipschitz-Bed. Ly < 1
y Steigung —M Steigung +M
s B

Yo+ —-——=—=-——-——-—-—-
Yo—r1 -1 ( ™ |
| | | | | | |
clz clv xo—lAa fclo 3:0~|—IA6 ﬂl ll) 1
~ IA /
Iy

1
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Anmerkungen:

e Falls f auf S stetig partiell nach y diff’bar, gilt nach dem Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung:

[f (@ 91) = (2, 92)| = |fy(@,m)llyr —gal il ein g € (y1,12). (7.24)
= Die Lipschitz-Bedingung (7.23) gilt mit L = max | £yl

e Der konstruktive Beweis sichert sukzessive Approximation durch , Picard-Iteration®:

yi(x) = o +/ dt f(t,yo) bzw. irgendein y; € D,

Zo

o

(@) = o+ / Cdt (),

Zo

venr(®) = vo+ / At F(t ),

Normkonvergenz von (y;) garantiert gleichméfiige Konvergenz auf Ia:

Jim gy () = y(@). (7.25)

Satz 7.5 (Abschatzung fiir Picard-Iteration)

Unter den in Satz 7.4 gegebenen Voraussetzungen geniigt die k. Picard-Iteration y(x) :=
(T*yo)(z) fiir z € I; der Abschétzung

o) et < g o 0oEE (7.26)
z) — yp(x —_ :
SO = (k+ 1)l
wobei y(x) die exakte Losung des Anfangswertproblems (7.21) ist.
Beweis:
x € I sichert, dass alle y(x) € J bleiben.
Beweis von (7.26) durch Induktion in k:
o k=0 )
o) —wl = | [ dtsew)| < Mfe—ml v
Zo
o (k—1)— k: Annahme: x > 2y (2 < xy analog)
o) =) = | [ ) - S0
o
< L / dt |y(t) — yr—1(t)| + verwende Induktionsannahme!
o
x _ k
< poup [atmn)
20 k!
_ MLk |l,_l,0|k+1

e q.e.d.
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Beispiele:

o vy = f(x,y) =22y, y(0)=1, xz€[—a,al, a>0.
f erfiillt Lipschitz-Bedingung: |f(x, 1) — f(x,y2)| = 2|z| |y1 — y2| < 2a |y — ya.

Picard-Iteration:

Yo = 17
yi(z) = 1+/ dt2t = 1+ 22,
0

yo(z) = 1+/ dt2t(1 + %) °T
0
4
£ 4
= 1427+ =
+x” + 5
T t4
ys(x) = 1+/ dt2t(1+t2+§) 2
0
, b ab
= l+z +5+€’ ° 15 01 05 0 05 1 15 2
k :L,Qm
)
ye(z) = Z—‘, Nachweis durch vollsténdige Induktion!
m=0 ’
T k t2m k x2m+2 k+1 me
=1 dt2t Y — =1 —— = — Vv
moale) = 1+ | Y T <
.2m
. € 22
= ylr) = limy(er) = S e

oy =flz,y) =—-2x+5/lyl, y(0)=0, z€[-rr],r>0
f erfiillt bei y = 0 keine Lipschitz-Bedingung;:

|f(z,y) — f(x,0)]| = 5+/|y| > cly| fiir hinreichend kleine |y| und all ¢ € R.

Zwei mogliche Losungen des Anfangswertproblems:

IL‘2

wao) =42t ) =

Anmerkung:  Es gibt noch andere (kompliziertere) Losungen.
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Wichtige Frage in der Praxis:
Abhéngigkeit der Losung von Anfangsbedingungen bzw. Unsicherheiten in f?

Satz 7.6 (Abstandskontrolle von Losungen)

Seien y(z) und g(x) mit = € [a, b] Losungen der Anfangswertprobleme

~

yl = f(xv y)7 Yo = y('x(])a Q/ = f(l’,:g), QO = Q(i’o) (727)
Ferner sollen die Graphen (z, y(z)) und (,¢(z)) innerhalb der kompakten Menge K C R?
verlaufen. Wenn f auf K der Lipschitz-Bedingung

|f(:7€,y1)—f(x,y2)| < L|y1_y2| (728)
geniigt, dann erfiillt der Abstand p(x) = |y(z) — y(x)| die Ungleichung
Llz—x €1 Llz—x
p(z) < eoellz=zol 4 f(e =l 1), (7.29)
wobei die Konstanten ¢y, €; > 0 gegeben sind durch:
€0 = |yo—Jo| + Mlzg—Zo[, M = mlz(lx|f(:c,y)|,
6 = max|f(e.y) ~ fle.y). (7.30)

Beweis:
e Aus den Integralgleichungen fiir y und ¢ (siehe Satz 7.3) folgt:

%—%+/%wmwm—/%ﬁ@mm\

o o

plx) =

w= i+ [ at [£(e.ote) — F.0)]

0

+/%¢Vmwm—fmmwﬂ—/mwf@mm]

zo 2o

[ attoty = a0 + 1o - 24

z0

< |yo—19o| + €1z —20| + L

< € + =: h(x).

/m dt (Lp(t) + €1)

o
e h(z) ist stetig und fiir x > 2o und x < x, diff’bar (nicht bei ).
Fiir z > z gilt (analoges Vorgehen fiir z < xy):

h'(x) = Lp(x)+e < Lh(x)+ e,

= %(e_”h(t)) = —Le Mh(t) +e MR (t) < ee ™.

Integration f;; dt ergibt:

e M h(z) — et h(xy) < _a (e_Lx — e_Lx“) )
——

L

= h(x)

IN

6OeL(:z:fmo) + % (eL(mfzvo) . 1) )

= (7.29) folgt aus p(z) < h(z). q.ed.
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Weiterfiihrende Sétze ohne Beweis:
Satz 7.7 (Fortsetzbarkeit von Losungen)

Sei f: G — R auf dem Gebiet G C R? stetig, und f(z,y) geniige dort einer ,lokalen
Lipschitz-Bedingung* bzgl. y (d.h. f geniigt einer Lipschitz-Bedingung in jeder Umgebung
U C G eines Punktes (z,y) € G, wobei L = L(U)). Dann hat das Anfangswertproblem
(7.21) genau eine Losung y(z) in G, die dem Rand OG von G beliebig nahe kommt und
in G nicht fortgesetzt werden kann.

Beweis:
Siehe z.B. [11].
Anmerkung:

Der Satz impliziert, dass jede Losung iiber den Rand einer kompakten Menge K C G
hinaus fortgesetzt werden kann.

Satz 7.8 (Existenzsatz von Peano)

Ist f : G — R auf dem Gebiet G C R? stetig, dann hat die Dgl. v/ = f(z, y) mit yo = y(z0)
mindestens eine Losung, die durch den Punkt (zg,y0) € G geht. Jede Losung y(x) lasst
sich bis zum Rand von G fortsetzen.

Beweis:
Siehe z.B. [11].
Anmerkung:

Beweise des Satzes von Peano sind typischerweise nicht konstruktiv, d.h. geben kein Be-
rechnungsverfahren fiir eine Losung.
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7.3 Systeme von Differentialgleichungen

Verallgemeinerung des Anfangswertproblems auf vektorwertige Funktionen
y(@) = ((x), ..., ya(2))" € R™

y/ = f(.f,y), Yo = y(.ﬁlf()) (731)
— n Gleichungen fiir n unbekannte Funktionen yy(z).

Im Folgenden:

Problemlose Ubertragung der bekannten Sitze fiir einfache Funktionen (n = 1)!

Vorbereitung: R&dume und Normen
e In R"” (bzw. C") sind alle p-Normen ||.||, dquivalent gem&8 Definition 7.3.

— ||a||, fir a = (a1,...,a,) € R™ kann in Praxis z.B. ersetzt werden durch
Euklidsche Norm [|a]|s = |a| oder Maximumsnorm ||al|,, = max |ag|.

e Im Banach-Raum CY(K) = Menge aller stetigen Funktionen f : K — R™, wobei
K C R kompakt, wird die Maximumsnorm bzgl. der z-Abhéngigkeit vereinbart:

I£]] = max [|(2)]],. (7.32)
Satz 7.9

Sei zy € I = [a,b] (I = kompakt!) und f : S — R" auf S = I x R” stetig. Dann ist das
Anfangswertproblem (7.31) dquivalent zuy = T'y, wobei T : C°(I) — C°(I) der Operator

(Ty)(@) = yo+ / Cat £,y (1) (7.33)

Zo
auf dem Banach-Raum C°([) ist.

Beweis:
Vollig analog zu Satz 7.3!

Satz 7.10 (Satz von Picard-Lindelof)
Sei zg € I =a,b], J={y e R" | ||y — yoll, <7} und f : § — R" geniige auf S =1 x J
einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y,

Iz, y) = £z, 2)|l, < Llly — 2l (7.34)
Dann hat das Anfangswertproblem (7.31) genau eine Losung y(z) im Intervall [, =
IN[zg—d,zo+ d] =: [, B] # 0, wobei M = (mz;uXSHf(x,y)Hp <oound d=r/M > 0.

T,y)E

Die k. Picard-Iteration y,(z) := (T*yo)(x) geniigt fiir € I; der Abschiitzung

i |ZL‘ _ l’0|k+1

] (7.35)

Iy (z) = ye(2)ll, < ML

Beweis:
Vollig analog zu Sétzen 7.4 und 7.5!
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Beispiel:
Anfangswertproblem:

o= 2 — 12+, () = =2
Yo = 2y — 6, y2(0) = 2.
Lipschitz-Bedingung erfiillt auf ganz R?.
Picard-Iteration fiir y(z) = (y1(), y2(2))T:

(—2),

(7.36)

yi(r) =

—2 + 3z + 422 ) I (—(‘).5 0 05 ] .l

("
(7
o = (1 ) dt(f’igit)
(
(s

) ﬂﬁdt( 3 + 8t + 10t? ) B (—2+3x+4x2+§x3)
—2—4t—42 )  \ 2-20-222-43 )

=3+ (1 +x)e*™ )

y(;:) = lim y,(z) = < 3 _ 2

k—o0

Die Sétze 7.7 und 7.8 zur Fortsetzbarkeit bzw. zur Existenz einer Losung gelten analog
zum Fall n = 1 (Beweise siche z.B. [11]):

Satz 7.11 (Fortsetzbarkeit von Losungen)

Sei f : G — R"™ auf dem Gebiet G C R™"! stetig, und f(z,y) geniige dort einer ,loka-
len Lipschitz-Bedingung“ bzgl. y. Dann hat das Anfangswertproblem (7.31) genau eine
Losung y(z) in G, die dem Rand OG von G beliebig nahe kommt und in G nicht fortgesetzt
werden kann.

Satz 7.12 (Existenzsatz von Peano)

Ist f: G — R" auf dem Gebiet G C R™"! stetig, dann hat die Dgl. y’ = f(z,y) mit
yo = y(zo) mindestens eine Losung, die durch den Punkt (z¢,yo) € G geht. Jede Losung
y(x) lasst sich bis zum Rand von G fortsetzen.
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7.4 Differentialgleichungen n. Ordnung
Ziel: Losung der expliziten Dgl. n. Ordnung:
u™ = g(x,u,d, .. D) (7.37)

mit geeigneten Anfangswerten, die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sichern.

— Zuriickfithrung auf Dgl.-System 1. Ordnung:

yi(z) u(z)
y(z) = ?/2(95) - u(x) 7

Yn(2) w1 (z)

u'(z) y2(2)

u'(x) ys(z)

= y'(z) = = : =: f(z,y(z)). (7.38)

u" () Yn()

ul (z) 9(@, y1 (), ..., ynu(2))

Dies impliziert:
Satz 7.13
Das Anfangswertproblem fiir eine Dgl. n. Ordnung

n)

u™ = g(x,ud, .. u™Y),

w(zo) = wo, u(wo) = ufy, ... u V(my) = ul" (7.39)
ist Aquivalent zum Dgl.-System 1. Ordnung (7.38) fiir y(z) mit dem Anfangswert y(xy) =

yo = (uo, ug, - - - ,u(()n_l))T.

— Anwendung der Sitze von Picard-Lindel6f und Peano zum Beweis von Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen.
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Satz 7.14 (Existenz und Eindeutigkeit)
Sei xg € I =[a,b], J={y € R" | lyr —vox| <7, k=1,....,n} und g : S — R geniige auf
S = I x J einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y,

l9(z,y) = g(a,2)| < L max|yy — 2. (7.40)

Dann hat das Anfangswertproblem (7.39) mit yo; = o, Y02 = v, - .. genau eine Losung
w(z) im Intervall Iy = I N [xg — d, z0 + d] =: [o, B] # 0, wobei d = r/M > 0 und

M = max { 7+ max |yo x|, max |g(:p,y)|} . (7.41)
k>1 (z,y)€S

Beweis:
Anwendung des Satzes 7.10 von Picard-Lindelof auf dquivalentes Dgl.-System!
Wiihle dabei Maximumsnorm fiir R™, d.h. ||y||, = ||y || = maxy |yx|:

e Lipschitz-Bedingung bzgl. y fiir f(z,y):

I6ey) = £l < max ot~ . lo(o,) - o(0.2)] |
< max(1. L} Iy — 7l

wenn ¢ der Lipschitz-Bedingung (7.40) geniigt.

e Maximum von ||f(z,y)||e:

M = max ||[f(z,y¥)|l.c = max<{ r + max , max |g(x, )
ma [[f(, ) {r-t ol max o)1

= Behauptung folgt direkt aus Satz 7.10. q.e.d.

Ubertragung der Sétze zur Fortsetzbarkeit und Existenz von Losungen offensichtlich:

Satz 7.15 (Fortsetzbarkeit)

Sei g : G — R auf dem Gebiet G C R"™! stetig, und g(x,y) geniige dort einer ,loka-
len Lipschitz-Bedingung“ bzgl. y. Dann hat das Anfangswertproblem (7.39) genau eine
Losung u(z) in G, die dem Rand OG von G beliebig nahe kommt und in G nicht fortgesetzt
werden kann.

Satz 7.16 (Existenz)

Ist g : G — R auf dem Gebiet G C R""! stetig, dann hat das Anfangswertproblem (7.39)

mindestens eine Losung, die durch den Punkt (zg, u, . .. ,ugn_l)) € G geht. Jede Losung

u(z) lasst sich bis zum Rand von G fortsetzen.



Kapitel 8
Lineare Differentialgleichungen

8.1 Lineare Dgl.-Systeme

Ziel: Untersuchung des Anfangswertproblems fiir Dgl.-System

yi(@) = an(@)yi(z) + - + a(@)ya (@) + bi(2), y1(z0) = Yo,
un(®) = am(@)y1(@) + -+ ann(@)yn(2) + 0n(2),  Yalz0) = Yo
bzgl. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir x € I = kompaktes Intervall

Matrixschreibweise: A = (ag), y = (yx), b= (bx),
y'(x) = Alz)y(z) +b(z),  y(zo) = yo
—f(ay)
Vorbereitung:  Analysiere Lipschitz-Bedingung fiir f(z,y) bzgl
If(z,y) —f(z,2)[l, = [lA@)(y -

2)ll, < [[A@)]lp [[(y = 2)[lp-
——

Matrixnorm von A(z)
Zur Erinnerung (Def. 7.5 und Beispiel danach):

A
1@l = max Ll — o 14y,
11l =1
zB.: JJA(@)||le = max Z\akl(aj)\. (Zeilensummennorm)
=1,..., n =

= Definiere Normen von Vektoren bzw. Matrizen fiir Funktionen von z € [
lyll = max|ly(2)[l,

A A
1] = max||A(z)[l,

fir A:y(x)— A(x)y(x),
= [[f(z,y) = f(z.2)ll, < [[Al[[Iy =2)ll, Veel,
d.h. ||A]| ist globale Lipschitz-Konstante auf I x R", falls / = kompakt

105

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)
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Satz 8.1 (Existenz und Eindeutigkeit)

Das Anfangswertproblem (8.2) mit Funktionen A(z) und b(z), die auf dem kompak-
ten Intervall I mit zy € I stetig sind, hat genau eine Losung y(z) im Intervall I; =
IN[zg—d,zg+d] # 0 mit y(z) € J = {y € R"||ly — yoll, < r}, wobei M =
AN (Iyoll, + ) + [[b] und d = r/M > 0.

Die k. Picard-Iteration y,(x) := (T"yq)(x) geniigt fiir x € I; der Abschiitzung

x — xplFt!
ly(e) - ye(@)ll, < MjA|EE =50

(k+1)! (8:7)

Es existiert eine eindeutige Fortsetzung der Losung auf dem maximalen offenen Intervall
I' > 1 D 1y, auf dem A(x) und b(z) stetig sind.

Beweis:
e Fxistenz und Eindeutigkeit auf I; durch Anwendung von Satz 7.10:
— Lipschitz-Bedingung erfiillt auf I mit L = || A]|| (siehe oben).

— Berechnung von M auf S =1 x J: (Obergrenze ausreichend)

max ||f(x, = max ||A(z)y + b(z
(:v,y)eSH (@ 3)lly (:v,y)GSH (@)y +b@)ll,
< max [[A(z)yll, + max|[b(z)[],
~ ~ s N
<[4l (lyollp=+r) =|Ibl|
< Al (lyollp +7) +b]] = M < oo.

= Existenz, Eindeutigkeit sowie Abschéitzung 8.7 folgen direkt aus Satz 7.10.

e Existenz einer lokalen Lipschitz-Bedingung fiir jede kompakte Menge K = I x JC
R wenn A(x) und b(z) stetig fiir x € I.

— y(x) ist ausgehend von I, x J stets iiber den Rand von K eindeutig fortsetzbar.

— y(x) existiert eindeutig auf dem maximalen offenen Intervall I’ O I D I, auf

dem A(zx) und b(x) stetig sind.
q.e.d.
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Satz 8.2 (Losungen des homogenen Dgl.-Systems)

Die Losungen des homogenen linearen Dgl.-Systems

Y'(z) = Az)y(z) (8.8)
spannen auf jedem Stetigkeitsintervall I von A(x) einen n-dimensionalen Vektorraum auf,
d.h. es gibt dort genau n linear unabhéngige Losungen y,(x) mit v = 1,...,n, und die

allgemeine Losung ist gegeben durch

y@) = 3 ey () (8.9)

mit frei wahlbaren Konstanten ¢, € R.

Beweis:
Wiihle n linear unabhéngige Vektoren yo, € R” (v =1,...,n), d.h. eine Basis des R".

Jeder Anfangswert y, € R™ ist entwickelbar in {yo,}, dh.yo = >, cuyo..

Nach Satz 8.1 existiert zu jedem yo, € R™ auf I genau eine Losung y(z) mit y(zo) = yo;

offensichtlich ist diese Losung gegeben durch (8.9). d
q.e.d.

Definition 8.1 (, Fundamentalsystem, Losungsmatrix, Wronski-Determinante®)

n linear unabhéngige Losungen y, (x) (v = 1,...,n) des homogenen linearen Dgl.-Systems
(8.9) bilden ein ,,Fundamentalsystem®. Die aus dem Fundamentalsystem gebildete Matrix

Y(z) = (yi(2),...,ya(x)) (8.10)
heifit ,, Losungsmatrix“ und W(z) = det Y (x) heifit ,, Wronski-Determinante*.

Satz 8.3

Eine Losungsmatrix Y (z) von (8.9) geniigt der Dgl. Y'(z) = A(x)Y (z), und das Anfangs-
wertproblem y’(z) = A(z)y(x) mit y(z) = yo hat die Losung

y(z) = Y(x)Cyy, C=Y(x) " (8.11)
Beweis:
Die Dgl. Y'(z) = A(z)Y (x) folgt direkt aus der Tatsache, dass jede Spalte y, (z) die Dgl.
vy (r) = A(x)y,(z) erfiillt.

= Fir y(x) aus (8.11) gilt:
Y(x) = Y(2)Cyo = A(z) Y(2)Cyo = A(x)y(2),

y(zo) = Y(x0)C yo.
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Satz 8.4
Die Wronski-Determinante W (x) einer Losungsmatrix Y (x) von (8.9) geniigt der Dgl.

W'(z) = Tr(A(z)) W(x), (8.12)
so dass )
W) — eXp{ / dtTr(A(t))} W (o). (8.13)
Beweis:

Erinnerung:  Berechnung von det und Tr (,,Spur®) einer Matrix M = (my):

det(M) = Z €itperin iy """ Moy s (8.14)
T1yeenyin=1
+1, falls (41, ...,1,) = gerade Permutation von(1l,...,n),
€ir,in = § —1, falls (i1,...,4,) = ungerade Permutation von(1l,...,n),
0, sonst.

Te(M) = Y m. (8.15)

n /
W'(z) = (detY), = ( Z €ir,..., inyl,il"'yn,in>

11,..,in=1

= Ek Qi1 kY1,k = Zk @i, kYn,k

Beitrige nur fir: i, =k i, =k
n

i1 yeemin=1
= (Z akk> Z €irreoin YLt " Ynjin = TP(A(2)) W ()
k=1 i yerrin=1
Losung der Dgl. ist elementar (siche Kap. 6.2). q.e.d.

Anmerkung:
Wi(x) = detY(xz) # 0 Vo € I = Stetigkeitsintervall von A(z), da alle y,(z) linear
unabhéngig sind und damit die Matrix Y (z) nicht singulér ist, im Einklang mit (8.13).
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Anwendung: Reduktionsverfahren von d’Alembert
Sei y,(x) eine bekannte Losung von y'(z) = A(x)y(z).
— Reduktion auf (n — 1)-dim. Dgl.-System!

Ansatz:
z1()

y@) = o@)yal@) +a@), a@)=| |, falls goa(z) £0,

Zn-1(2)

0

wobei z(z) und ¢(z) noch zu bestimmen sind.

Einsetzen in Dgl.:

V(@) = ¢yutoy,+2 = Ay, + Az
&7z = Az—¢y,.

Reduktion auf (n — 1)-dim. Groen:

z1(x) Yn,1 ()

Zn-1(7) Ynn—1(2)

= (8.17) ist dquivalent zu:
n—1
7= Az—¢y., 0= aun—¢ Y
=1

Elimination von ¢’ liefert (n — 1)-dim. Dgl.-System:

S Yn,k
N 2 A 1=1 Yn A . DA >3 o n,
7z = Az—=*=—y,, = Bz, B = (bkl), b = aw — = ay.

ynn n,n
) )

Bestimmung von ¢(z) nach Berechnung von z(z):

_ 27;11 (nizl ¢(I) _ dz Z?;II CLnl<SL’)Zl<SL’).

(b,
Yn.n Yn.n ()

Beachte:
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(8.16)

(8.17)

(8.20)

(8.21)

Die Losungen y,(z) und y(x) aus (8.16) sind linear unabhingig. (Beweis als Ubung!)
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Beispiel:
Y 1
Y= ;l—y% el
. 2y Alx) = [ 1 o |> rel=(0,00). (8.22)
Y = _2_'_—7 — —
z z 2 x
Offensichtliche Losung von (8.22):
22
ya(z) = ( ) (8.23)
—x
Berechnung von 2z = z;:
. A 1 21 2
# = Bz, B=by=--==2
r -z x
7 2 2
= — = —, dh. z(z) = 2° spezielle Losung. (8.24)
Z1 X
Berechnung von ¢(x):
¢ i L s 1 ielle L (8.25)
= = —— x) = —Inx spezielle Losung. :

= 2. linear unabhéngige Losung y;(z) von (8.22):

yi(z) = é(x)y2(z) +2z(z) = —Inx <f2x> n (x()?) _ <;p2(il—nlxn$)> (8.26)

= Losungsmatrix Y (z):

Y(z) = (x (1=-lnz) @ ) W(z) = —ab. (8.27)

rlnx -
= Allgemeine Losung von (8.22):

y(z) = Y(z)c, c € R? (2 freie Konstanten c;!). (8.28)

S oy(@) = Y(@)Cyo = <x2(1—ln$) —;L‘21I1!L')> vo. (8.29)

rlnx z(1+1Inx
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Satz 8.5 (Losung der inhomogenen Gleichung)
Die allgemeine Losung des inhomogenen Dgl.-Systems
y'(z) = A(z)y(z) + b(x) (8.30)
ist gegeben durch
y(x) = Y(x)c + y(x), ceR", (8.31)

wobei Y (x) eine Losungsmatrix der zugeorigen homogenen Gleichung und y(x) eine feste
Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Beweis:
Wenn y(z) und z(x) zwei Losungen der inhomogenen Gleichung sind, dann erfiillt y(z) —
z(z) die homogene Gleichung, d.h. z(z) = y(z) + Y (x)c fiir ein ¢ € R™.

= Jede Losung des inhomogenen Dgl.-Systems ist von der Form (8.31). q.e.d.

Berechnungsverfahren:  Variation der Konstanten®
Ansatz fiir spezielle Losung y(x) des inhomogenen Dgl.-Systems:
y(z) = Y(x)c(z). (8.32)

Einsetzen in Dgl.-System (8.30):

y(x) Y'(z)e(z) + Y(z)c'(z) = A(x)Y(2)c(r) + Y(z)c(2)
A(x)y(z) + b(z) = A(x)Y(x)c(x) + b(z).
Y(x)~! b(z).
——
existiert, da W(z) = detY(z) # 0

= c(z) = /gﬁth(t)—lb(t).

= c'(z)

= y(z) = Y(:p)/ dtY(t)"'b(t) ist Losung mit y(z¢) = 0. (8.33)
zo
Beispiel:
Fortfithrung von oben!
y = Y1 va +
1 — 92 ) €T
. i 2us , b(z) = (x2 ), rel=(0,00). (8.34)
o T T T

Y (x) bekannt von oben:

Y@ = <x (i’l_ni:nx) fg:) = V(@)™ = %(lnlx :L’(ln:u:— 1))

= y(z) = Y(2) /jdttl? <lit t(lntt— 1)) (;)

( £L’2(1 — 224+ 6Inz — 21In? ) ) ’ y(1) = 0. (8.35)

1
4 \2(=3+322—2Inz +2In’2)
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8.2 Lineare Dgl.-Systeme mit konstanten Koeffizien-
ten

Anfangswertproblem:
y'(z) = Ay(x)+b(z) y(zo) = Yo, (8.36)
wobei A = n x n-Matrix € R” konstant und b(z) € R".

Voriiberlegung:
Der bekannte Fall n = 1 suggeriert folgende Losung der homogenen Gleichung y’ = Ay:

y() = expfAle —m)}yy = STy, (5.37)
k=0 '

Ak k
< Eigenschaften der Exponentialreihe ! := Z e beliebiger n x n-Matrizen A?
k=0

Satz 8.6 (Exponentialreihe fiir Matrizen)

00 AFtk
R

nentenweise absolut und gleichmiéflig auf jedem kompakten Intervall —Tkzgot < 7. Ferner

ist e nach t differenzierbar, und es gilt (e4?)’ = Ae?’.

Fiir jede n x n-Matrix A € R” (bzw. C") konvergiert die Reihe e := kompo-

Beweis:

e Jeder Koeffizient c,5 der Matrix (c,g) = e hat eine konvergente Majorante:

Aktk o Aktk ||AkH ‘t|k
lcapl < [C]], = Z Z —
k=0
A k tk
< ¥ % = eIl < Qb < o Wt [, +7].
k=0

= GIm. Konvergenz der Reihe fiir ¢, nach Satz 1.11.

e Nach Satz 4.6 kann die Potenzreihe gliedweise differenziert werden:

Aty - — — A — A At.
(™) kz%dt<k!> Z(k—l)! 2 ¢

q.e.d.
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Satz 8.7 (Eigenschaften von Exponentialreihen)

Seien A, B n x n-Matrizen € R"” (bzw. C*). Dann gilt:
P = . 6P falls [A,B] = AB — BA = 0;

a) ,

b) (eA)_1 = e 4

c) BB B7'eB, falls det B # 0;
d) ediagAiosdn) - — diag(e’\l,...,e’\").

Bewelis:

a) folgt aus Cauchy-Produkt fiir Reihen wie fiir n = 1.
Alternativ aus Dgl.:  Sei [A, B] = 0.

— 2 Losungen Uy (t) und Us(t) der Dgl. U' = (A + B)U mit U(0) =

U1 _ (A+B)t’ U{ _ (A"—B)Ul,

Uy = eteP U) = AeMeP! 4 e BeP' = (A + B)U,.

= U;(t) = Uy(t) nach Eindeutigkeitssatz fiir lineare Dgl.-Systeme.
b) folgt aus a) mit B = —A.

c) folgt aus Giiltigkeit fiir Partialsummen und N — oo:

Satz 8.8

113

q.e.d.

Die homogene lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten y'(x) = Ay(x) hat die allgemeine

Losung y(z) = e®c mit ¢ € R, d.h. Y(z) = e® ist eine Losungmatrix.
Das Anfangswertproblem (8.36) hat die Losung

y(z) = exp{A(z — z0)} yo + / "t A0 b(t),

Beweis:
Satz 8.6 zeigt die homogene Dgl., Satz 8.7 zeigt Rang(e?”) = n, da (e?*)

y(x) aus (8.42) erfiillt y(zo) = yo sowie Dgl.:

v (r) = Aexp{A(z —z0)}yo + @D b(x) + / dt Aefle-

zo

= Ay(z) + b(x).

Ub(t)

(8.42)

-1 ..
existiert.
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Berechnung von Y (z) = e”?:

a) Transformation von A auf Jordansche Normalform (siehe Lineare Algebral):

Fiir jede n x n-Matrix exisiert eine Ahnlichkeitstransformation der Form

Ji|0
0| J,
CrAC = J = : (8.43)
Iy | 0
0 |Jy

so dass J blockdiagonal mit n, x n, -,Jordan-Blécken“ der Form

A 10 -+ 0
0 N 1 .o
J,, = O 3 V:17---7N7 (844)
0 X 1
0 0 A

wobei )\, ein Eigenwert von A ist.

Anmerkungen:

e (' und J koénnen auch fiir reelle A komplex sein.
e A ist genau dann diagonalisierbar, wenn alle n, = 1.
e Mogliches Berechnungsverfahren:  (Ausnutzen von AC' = CJ)

1. Bestimme alle Eigenwerte A von A als Nullstellen des ,,charakteristischen
Polynoms* x(\) = det(A-1 — A).

2. Bestimme alle Eigenvektoren v mit zugehorigen Eigenwerten \,.

(Gleiche A, sind moglich!)

— Jeder Eigenvektor v induziert einen Jordan-Block.

3. Bestimme weitere Vektoren V,(/a) durch rekursives Losen von

(A= XN1)viet) = vl (8.45)
— n, ist das maximale «, fiir das ein v existiert.

4. Die Matrix C' ist gegeben durch

C = (vgl),vf), . ,ng),vg), e ,VE\T;N) ). (8.46)
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b) Berechnung von e’?:  Blockweise (Jordan-Bliécke mischen nicht)!
01 0 --- 001 0
gg = 1, ¢ = [0 0 1 , g =100 0 1 ,  ete.
(8.47)
€k, kzl,...,’n,,—l,
J, = Aol e, e = 8.48
! ! { 0, k>n,. ( )
= elm = ehmltar — bl of1r g [1,6] = 0.
2L 22 w1
L5 5 (ny—1)!
01 %
<k k 1
_ oMz Gt e S 22
= e o e Ce 2 ) (8.49)
k=0 . 21
0 - 0 1
¢) Berechnung von Y (x):
Y(z) = e = Ce/*C7L. (8.50)

Anmerkungen:
e Zur Losungsstruktur:

Wenn der Eigenwert [-fache Nullstelle von y(A) ist (I=,algebraische Vielfachheit*),
gibt es [ linear unabhéngige Lsgen.:

y,\71(:c) = p/\,o(ﬂf) e)\J:7 cee YA,I(J?) = p,\,171(1’) eM, (8.51)

wobei die Komponenten von py () Polynome vom Grad < k sind.
= Alternatives Losungsverfahren:
1. Bestimme Eigenwerte A\ und deren Vielfachheit [.
2. Bestimme alle Eigenvektoren a, zu A\. = Lsgen. a; e*.
3. Bestimme alle weiteren Losungen oc e*® sukzessive aus den Ansitzen:
2
(a:ak+bk) e’\x, (% ak+xb§€+ck) e)‘m,
bis [ linear unabhiingige Losungen oc e’ gefunden sind.
(Aus Konsistenzgriinden ergibt sich b), = by, ...)

e Zum Fall komplexer Eigenwerte A = a + 15 (a, 8 € R):
Wenn A reell, dann hat y(\) reelle Koeffizienten.
= ) ebenfalls Eigenwert von A mit komplex konjugierten Lsgen. ¥ x(z) zu (8.51):
Yar(e) = Da(e) e [cos(Br) +isin(f)),
Yar(@) = Pax(x)e™ [cos(Bz) — isin(fz)] (8.52)
= 2[ reelle Lsgen. durch Bilden von Re(.) und Im(.) der y,x und y, 4:
uwyi(z) = [Re{pax(x)} cos(Bx) — Im{ps(z)} sin(Bz)] ™,
viak(z) = [Im{pyx(z)} cos(Bz) + Re{psk(z)} sin(Bz)] ™. (8.53)

= Konstruktion einer reellen Losungsmatrix Y aus Spaltenvektoren u, , und v !



116 KAPITEL 8. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel: 1 -1 -1
y'(z) = Ay(x), A=12 4 1 |. (8.54)
2 1 4

e Berechnung der Eigenwerte:
x(A) = det(A-1—A) = =27 +27A —9N\> + \* = (A —3)°, (8.55)
d.h. A = 3 ist Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 3.

e Berechnung der Eigenvektoren:

-2 -1 -1
0=A-3-1)v= |2 1 1/|w
2 1 1
< 2 linear unabhiingige Eigenvektoren, d.h. 2 Lsgen. yx(x) = e3®vy:
0 1
V], = 1 y Vo = —-11. (856)
—1 —1
e Dritte Lsg. durch Ansatz (zvy + v)e3:
[(zvi + V)e?’:”], = [vi+3(avy +v)|e* = Alxvy +v)e** = (3zvy + Av)e™”
2 1 -1
S vy = (A=-3-L)v=1]2 1 1 |wV.
2 1 1
_1
2
= k=1: keine Lsg., k=2 Lsg. v3 = | 0 |. (857)
0
= Mogliches Fundamentalsystem:
yi(z) = ¥ vy, Vo(z) = ¥ vy, V3(z) = ¥ (vvy+v3). (8.58)

e Aufbau von Y iiber Jordan-Zerlegung:

0 1 —3 300
C = (vi,va,v3) = | 1 =1 o0 [, J=0C"'AC = |0 3 1|,

-1 =1 0 0 0 3

1 00
Y(z) = % = Ce*C™! C o1 x| C?
001
1-22 —x -
= e 2r 14z =z =: (yl(x),yQ(:L’),yg(a:)>. (8.59)

2z r 1+
Beachte:  Lsgen. yi(z) und yx(x) nicht identisch, aber dquivalent!
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8.3 Lineare Dglen. n. Ordnung

Ziel:  Untersuchung des Anfangswertproblems fiir die Dgl. n. Ordnung:

L) = u™ +a,_(2)u™Y + - +ag(z)u = b(z),
w(zo) = ug, ..., u" VD (z) = u"Y. (8.60)

Dgl. (8.60) ist dquivalent zum Dgl.-System 1. Ordnung:

/

Y1 = Y2
yy = —(ap_1(@)u™ Y 4+t ag(2)u) + b(z). (8.61)
Matrixschreibweise:
y(x) u(x) U
y(z) = yQ:x) = u(x » Yo = u:O :
() u" () 0
0 1 0 0
0
0 0 1 0 _
Alz) = . bx) = O
0 0 0 1 b(x)
—ap(x) —ai(x) —as(z) -+ —ap_1(z)
= ¥'(z) = Al@)y(x)+bz),  vy(=) = yo (8.62)

= Ubertragung der Existenz- und Eindeutigkeitssitze sowie der Losungsverfahren fiir
lineare Dgl.-Systeme!

Satz 8.9 (Existenz, Eindeutigkeit und Struktur der Losungen)

Das Anfangswertproblem (8.60) mit Funktionen ax(z) und b(x), die auf jedem kompakten
Teilintervall des Intervalls I stetig sind, hat genau eine Losung u(x) auf I.

Die Losungen der homogenen Dgl. L{u] = 0 spannen auf I einen n-dim. Vektorraum auf,
wobei jede Basis {uy}}_; ein ,Fundamentalsystem® der homogenen Dgl. definiert.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. (8.60) ist gegeben durch die Summe einer
speziellen Losung der inhomogenen Dgl. und der allgemeinen Losung der homogenen Dgl..

Beweis:
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (8.60) folgen unmittelbar aus Satz 8.1.

Die Losungsstruktur der homogenen bzw. inhomogenen Dgl. folgt unmittelbar aus Satz 8.2

bzw. Satz 8.5.
q.e.d.
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Satz 8.10
Die Wronski-Determinante W (x) = det Y (x) zur Losungsmatrix

@) ()

Y(z) = : | (8.63)

n—1 n—1
u" V() - ul ()

eines Fundamentalsystems {u}}_; der homogenen Dgl. Lu] = 0 erfiillt die Relationen:

W'(z) = —apy(2)W(a), W(z) = exp{— / jdtanl(t)} Wi(zo).  (8.64)

Beweis:
Folgt direkt aus Satz 8.4. q.e.d.

Ubertragung von Losungsverfahren:
Reduktionsverfahren von d’Alembert:
Ziel:  Reduktion der Ordnung der Dgl., wenn eine Losung der homogenen Dgl. bekannt.

Siehe Dgl.-System, aber Modifikation nétig, um Form der urspriinglichen Dgl.
beizubehalten.

Verfahren:
Sei v(z) eine Losung der homogenen Dgl., d.h. L[v] = 0.

— Ansatz:  u(x) = v(z)w(x).

= 0 = Lul = Lhw] = Zak(x)%(vw) (an, :==1)
k=0
= kz_oak(x) ; (?) GaRRTI)

= w' geniigt der homogenen linearen Dgl. (n — 1). Ordnung;: ﬁ[u] =0.
Sei wi, ..., w!_; Fundamentalsystem von f/[u] = 0 mit Stammfunktionen wy, ..., w,_1.
= Fundamentalsystem von L[u] =0: v,vws,..., 0w, 1.

(Beweis der linearen Unabhingigkeit als Ubung!)
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Beispiel: n = 2.

Urspriingliche Dgl.:
Liu] = u" + ay(x)u' + ag(x)u = 0.

Sei v Lsg. von L[u] = 0.

— Ansatz u = vw liefert:
/ / Z / " 2’U, /
0 = 20w +vw +a(x)vw = v|w + (a(z)+— |0,
v

20’

0 = w'+ (al(az)+7) w' = Luw].

Konkretes Beispiel:
Liu] = v" —u'cosz+usinz = 0.
Offensichtliche Losung: v = u; = €882,
— Dgl. fiir w':
w” +w'cosz = 0, dh. w' =e 7. const.

= 2. Losung fiir L{u] = 0:

us(x) = v(az)/ dte 5t = eSinm/ dt e~ 5int,
0 0

Losung der inhomogenen Dgl. durch Variation der Konstanten:
Sei {u}y_; ein Fundamentalsystem der homogenen Dgl. Lu] = 0.

Ansatz zur Losung der inhomogenen Dgl. L[u] = b(z):

n

k=1

— FKinsetzen liefert Dgl.-System 1. Ordnung fiir ¢ ().

Alternativ: direkte Benutzung des Resultates von Kap. 8.1 fiir Dgl.-System.

= y(z) = Y(x) /ﬂ»‘ dtY(t)"'b(t) ist Losung von (8.62) mit y(zo) = 0.

0

< Vereinfachungen, da nur @ = g; benétigt und b = (0,...,0,b)T:

@) = ) = Do) (1 [

b(t),

zo

wobei W}, = Wronski-Determinante zu {us, ..., ug_1, U1, - -

(Nachweis als Ubung!)
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(8.66)

(8.67)

(8.68)

(8.69)

(8.70)

(8.71)

(8.72)

(8.73)
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Beispiel: n = 2.
Weitere Vereinfachung, da Wi (z) = ue(z) und Wh(z) = uy(2):

@) = —u(a) / dt ;L;((?) b(t) + ualx) / dt ;Lvl((?) b(t). (8.74)
Fortfithrung von Beispiel (8.68):
Liu] = " —4u cosz+usine = sinz = b(z). (8.75)
Fundamentalsystem:
uy(r) = " uy(x) = en* /Ox dte st (8.76)
Wronski-Determinante: .
W(x) = " = uy(z). (8.77)

= Spezielle Losung:

T t T
u(r) = —ul(x)/ dt sint [ dt’ e fuy(x) / dt sint
0 0

N J/

xr . , xT
= / dt’ e~ sint / dt sint
0 v

= wu(7) / dt’ e [cos z — cost'] + ug(z) (1 — cos )
0

5—

= u(z) COSZL‘/Ox dte "™ +uy(z) (7™ — 1) + us(x) (1 — cos z)
= 1—wu () + us(x), (8.78)

d.h. u = 1 ist ebenfalls spezielle Losung der inhomogenen Dgl..
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8.4 Lineare Dglen. n. Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten

Betrachtete Dgl.:

Ly = u™ +a,1u™Y +-- +au = blz),
u(zo) = ug, ..., u"V(xy) = u(()n_l). (8.79)
Aquivalentes Dgl.-System wie in (8.62):
y'(r) = Ay(@) +b(z),  y(x) = yo, (8.80)
wobei
0 1 0 0
0 0 1 . 0
A = : : : — const. € RY. (8.81)
0 0 0 1
—Gp —a;p —G2 - —0p

= Vereinfachung der Ergebnisse aus Kap. 8.2, z.B.:

X)) = det(A-1—A) = > a\ (a,=1) (8.82)
k=0
Satz 8.11
Ein Fundamentalsystem von L[u| = 0 aus (8.79) ist gegeben durch
M gt g2t vl e v=1,...,N, (8.83)

wobei A, alle verschiedenen Eigenwerte von A mit Vielfachheit n, darstellen.

Falls A\, = a, + i8, komplex, ist auch ), Eigenwert von A, und die zu A, A\, gehorigen
Losungen konnen ersetzt werden durch die reellen Funktionen

zhe™® cos(B,x), o'e™? sin(B,x), l=0,...,n, — 1. (8.84)
Beweis:
e (8.83) erfiillt Liu] = 0:

N
Charakteristisches Polynom: X(A) = H()\ — )™

v=1
Da (e)‘x)(k) = Mt gilt L[e?] = x(\)eM =0 fiir A = A,

dl
Verallgemeinerung auf ! e’ durch Trick: 2!e? = o e
d! d! d!
I Az _ Az _ Az o AT

= 0 firA=2), da x®(\)=0 k=1,...,n, —1.
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e Lineare Unabhéngigkeit des Systems (8.83):
Annahme: 3 Polynome p,(x) mit Grad < n, — 1, so dass

N

0 =Y pilx)e (8.85)

v=1
Induktionsbeweis in N, dass p,(x) = 0 Vu:

— N =1: Klar, da Potenzen 2! linear unabhingig.

— N—1— N: Aus (8.85) folgt:

N—1
py(z) = — Zpy(:p) e AN — Polynom vom Grad ny — 1.
v=1
N—1
dmw
. _ (Av=AN)z
0 = () = =gl o
B = Polynom vom Grad n, — 1
= ¢q,(r) = 0 nach Induktionsvoraussetzung

= plr) = 0 firv=1,...,N—1,
da fiihrende Terme oc ™! in ¢, und p, gleich
bis auf Faktor (A, — Ay)"™ # 0

= py(z) = 0, dh p,=0VWw.

— Funktionen in (8.83) linear unabhiingig und Basis, da 3.7 | n, = n.

e Form (8.84) fiir A, = v, +if3, folgt aus (8.83) fiir A,, A, durch Re(.), Im(.).
q.e.d.



Kapitel 9

Lineare Differentialgleichungen im
Komplexen

Fiir die kompletten Beweise zu Sétzen dieses Kapitels siehe Kap. V in [11]!

9.1 Dgl.-Systeme 1. Ordnung
Ziel: Losung des Dgl.-Systems
w'(z) = A(z)w(z), w e C", ze G = Gebiet C C, (9.1)

wobei A(z) = komplexe n x n-Matrix mit holomorphen Koeffizienten.
Anmerkungen:

e Vorteil im Komplexen: Isolierte Singularititen in Koeffizienten von A(z) Teilen R
in verschiedene Bereiche, aber nicht in C.

= Einheitliche Behandlung von Losungen um Singularitéiten in C!
e Losung der inhomogenen Dgl. durch Variation der Konstanten wie im Reellen.

e Problem fiir A = const. in Kap. 8.2 bereits gelost.

Satz 9.1 (Existenz und Eindeutigkeit von Lsgen.)

Das Anfangswertproblem w(zp) = wq der Dgl. (9.1) mit wg € C", 2, € G hat fiir ein
einfach zusammenhédngendes Gebiet G C C genau eine auf G holomorphe Losung, falls
alle Koeffizienten von A(z) auf G holomorph sind.

Die allgemeine Losung bildet einen komplexen n-dimensionalen Vektorraum, dessen Basis
{w,(2)}1_, ein ,Fundamentalsystem®“ W (z) = (wy(2),...,w,) bildet.

Beweis:
Analog zum Reellen iiber Fixpunktsatz im Banach-Raum der beschréinkten holomorphen
Funktionen in kompakten Bereichen von G und Fortsetzung zum Rand (siehe Kap. 8.1).
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Definition 9.1 (,, Isolierte Singularitéten bei Dgl.-Systemen)
Ein Punkt zy € C des Dgl.-Systems (9.1) heif}t:

a) ,regular®, falls A(z) in zg (komponentenweise) holomorph ist,

b) ,,schwach singular®, falls A(z) (d.h. eine oder mehrere Komponenten) in zy einen
Pol 1. Ordnung hat,

¢) ,stark singuldr® sonst.

Im Folgenden werden nur schwache Singularitdten untersucht:

0O.B.d.A. setze zy = 0.

(Fiir zp # 0 schiebe z — z + 20, fiir 29 = oo transformiere z — 1/2.)

Notation:

1 [e.e]
A(z) = ~ Z Ay 2", Ay, = komplexe, konstante n x n-Matrix, (9.2)
k=0

d.h. A ist reguliar & Ay = 0.

Fiir die allgemeine Form der Lsgen. bei schwachen Singularititen gilt:
Satz 9.2

Sei A(z) fir z € D,(0)\{0} holomorph (r > 0) und 2y = 0 eine schwache Singularitét des
Dgl.-Systems (9.1). Dann ist jedes Fundamentalsystem von der Form

W(z) = U(z) 2", (9.3)

wobei U(z) eine in D, (0) holomorphe und B eine konstante n x n-Matrix ist.

Bewelis:
Siehe [11].

Anmerkungen:

e 2B ist definiert durch:

=1
B o= eBleslr) — ZEBIg logk(z)- (9-4)
k=0

e Die Form (9.3) ist nicht eindeutig. Aquivalente Formen:

W(z) = (U(z)2) 2", leN. (9.5)
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In der Physik wichtig sind v.a.
Definition 9.2 (Dgl.-Systeme vom ,, Fuchs’schen Typ*)

Ein Dgl.-System (9.1) heifit vom ,,Fuchs’schen Typ*, wenn A(z) nur endlich viele schwache
Singularitidten in C = C U {oo} besitzt und sonst regulér ist.

Satz 9.3
Das Dgl.-System (9.1) ist genau dann vom Fuchs’schen Typ mit schwachen Singularitidten
an den (paarweise verschiedenen) Stellen z, ..., 2, € C, wenn
p
R.
A(z) = 4 9.6
@ = Y (96)

wobei R; # 0 konstante n x n-Matrizen sind. Der Punkt oo ist genau dann eine schwach
singulére Stelle, falls > | R; # 0.

Bewei_s:
Siehe Ubung.

Beispiele:  2-dim. Dgl.-Systeme mit schwacher Singularitit bei z = 0.

(Zl) — A(2) (Z:) (9.7)

N | =

s
N—
s
—
S
S~—
I
|
/N
I o
—_
| —
N}
~__
2
IS
N—
| I
SN
VR
I
—_
~_
_I_
w |2
7 N
—_
Y
5 =
oo W
N N
S
S~—
~_
YamnS
©
oo
S~—

Beachte:
Ein- und mehrdeutige Lsgen. moglich!

Systematische Berechnungsverfahren? = — Reihenansitze!
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Losung von (9.1) durch modifizierten Potenzreihenansatz:
w(z) = 2* Zwk 2~ AeC, w,eC" (9.10)
k=0

Einsetzen in (9.1) und Koeffizientenvergleich von z** liefert:
00 | 1 o 00 o k
W) =3 (L) (St <3
z
k=0 k=0 1=0

k
= Atkhwe = Y Aww k=0,1,.... (9.11)
=0

Rekursionsgleichungen:

(R.1) (A1-Ag)wo = 0,
(R.2) (A+1)1—Ag)wi = A w,

Rekursive Losung des Systems:

a) Gl (R.1) sagt, dass wq Eigenvektor von Ay ist mit Eigenwert A.

— Wibhle fiir jedes A die maximale Anzahl d) von unabh. Eigenvektoren fiir wy.

b) Sei kein (A + k) mit k € N Eigenwert von Ay.
— Alle Gleichungen (R.k) nach wy, auflosbar, wobei rechte Seite bekannt.

Alle unabh. Eigenvektoren wy von Ay liefern eine unabh. Losung w(z).

Ergebnis:
3", dx unabhiingige Lsgen. der Form w(z) = 2* v(2) mit regulirem v(z).

Die Reihen (9.10) konvergieren absolut und kompakt (Beweis siehe [11]).

Aber:  Einige Lsgen. fehlen (d.h. ), dy < n),

e falls A, — A\, € N fiir Eigenwerte \,, A, bzw.
e falls d) < algebraische Vielfachheit eines FEigenwertes \.
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Allgemeinerer Reihenansatz:
Variablen-Transformation (motiviert durch Satz 9.2):
z = ¢e°, s = log(z), v(s) = w(e’). (9.12)

— Dgl. fiir v(s):

vi(s) = w'(e®)e® = (ZAk eks> v(s). (9.13)

Ansatz fiir v(s) mit polynomialen Koeffizienten (max. Grad ¢):

00 q
s) = e)‘sZVk(s) s, vi(s) = chl s = Polynom in s. (9.14)

A+k)s

Einsetzen in (9.13) und Koeffizientenvergleich von e! liefert:

00 00 00 k
=D (Vi t (A k)vg) e = (Z Ay, e“) (Z v, et ) DN Apvi et
k=0

k=0 =0 k=0 1=0

S Vit Ak = Y Agvi, k=01, (9.15)

Rekursionsgleichungen:

(Rl) V6+()\1—A0) Vo = O,
(RQ) Vll + ((}\ -+ 1) -1 — Ao) Vi = A1 Vo,

(Rk) V;C—l-(()\—l-k)]_—Ao)Vk = AkVO—i-"'—l—Ale,l.
Rekursive Losung des Systems:
a) Gl (R.1) sagt, dass e* vo(s) ist Lsg. der Dgl. y'(s) = Ay y(s).

Nach Kap. 8.2 3 Fundamentalsystem von y’(s) = Apy(s) aus Funktionen der Form

e vy(s), wobei A alle Eigenwerte durchliduft und vo(s) Polynome sind.

b) Fiir jede der n unabh. Funktion e** vj(s) kénnen alle v;, rekursiv berechnet werden.

Beachte: Falls A\ + k ebenfalls Eigenwert von Ay entsteht kein Problem!
((A+Fk)-1—Ap) ist dann nicht invertierbar, aber v}, trotzdem berechenbar.

Ergebnis:
Fundamentalsystem von n Losungen der Form:
o) q
w(z) = v(logz) = Z vi(logz) 28 = 2 Z cu 2F log'(2). (9.16)
k=0 1=0

Die Reihen konvergieren absolut und kompakt (Beweis siehe [11]).
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Anwendung auf allgemeine 2-dim. Dgl.-Systeme:
1 o0
w'(z) = A(z)w(z2), Alz) = — E Ay 2" (9.17)
z
k=0

Bestimmung der Eigenwerte von Ap: Ay, Ao, Konvention: Re(A;) > Re()\y).

Struktur des Fundamentalsystems:

Wl(z) = ™ h, ( )7
wa(z) = 2 [hy(2) +log(2) hs(2)], (9.18)
wobei h, (z) = holomorph bei z = 0 und h3(z) = 0 fiir Ay — Ao & No.

Weitere Vereinfachung moglich, da 2*2hs(z) die Dgl. erfiillt. Nachweis:

Wh() = ho 2 [l(2) 4 log(z) hy(2)] + 2 (=) + 1 (=) + lo(z) b (2)

= A(2) 2™ [hy(z) + log(z) hs(2)].
© 0 = Ahy(z)+ zhl(2) + hy(z) — A(2) zhy(2)

~
Potenzreihe

+ log(2) P\Q h3(z) + zhj(2) — 2 A(2) hg(z)l

~~

Potenzreihe = 0 (*)

= (z’\th(z))/ = 2271 (\hs(2) + 2h5(2) = A(2) 27hs(2).

(*)

Folgerung:  Falls hs(z) # 0, gilt Ay = A2 + k£ mit k& € Ny.
D.h. wy(z) und 2*?hz(z) sind log-freie Losungen o 2*2 x Potenzreihe.

= 2*h3(2) = yw;(2) mit v € C.

= Vereinfachte Struktur des Fundamentalsystems:

wi(z) = 2Mhy(2),
wa(2) = 2 hy(z) + 7 log(z) wi(z), wobeiy =0, falls \; — X\ & Ny.  (9.19)
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9.2 Differentialgleichung 2. Ordnung

Ziel: Klassizifizierung von Singularitéten und singuldren Lsgen. der Dgl.
(Dgl. 2. Ordnung v.a. in Physik wichtig)

"+ ar(2)u + ag(2)u = 0. (9.20)

u/ ) wiirde nur Pole 1. Ordnung in ag, a; als

Beachte: Die Transformation w = (
U

schwache Singularitét zulassen.

Bessere Zuordnung bei singuldrer Stelle z:

w(2) ::( uz) ) (9.21)

e (u’ + (2 — 2) u”) - 2 z_uzzo — a(2)wy — (2 — 2) ao(2)wr
0 1
_ A w) Al) - e 12 —_Zo " . (9.22)

Dies impliziert:
Definition 9.3 (,,Isolierte Singularitaten®, ,,Fuchs’scher Typ* bei Dgl. 2. Ordnung)
Ein Punkt zy € C der Dgl. (9.20) heifit:

a) ,regular, falls ap(z) und a;(z) in 2o holomorph sind.

b) ,,schwach singulér®, falls a;(z) einen Pol 1. Ordnung oder ag(z) einen Pol 1. oder
2. Ordnung in 2 hat.

¢) ,stark singuldr® sonst.

Die Dgl. (92_0) heifit vom ,,Fuchs’schen Typ“, wenn sie nur endlich viele schwache Singu-
laritédten in C = C U {oo} besitzt und sonst regulér ist.

Satz 9.4
Die Dgl. (9.20) ist genau dann vom Fuchs’schen Typ mit schwachen Singularitdten an den
(paarweise verschiedenen) Stellen z, ..., 2, € C, wenn
& S t; & T
wi) = (). we) - (9.23)
; (z—25)%  z—z ;z—zj

mit Konstanten r;,s;,¢; € C, wobei [r;| + [s;| + [t;| # 0 und 3 7_, ; = 0.

Beweis:
Analog zum Beweis von Satz 9.3 in Ubungen.
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Losungsverfahren durch Reihenentwicklungen:

Betrachte schwache Singularitit bei zp = 0, d.h. z € D,.(0)\{0}:

1 — 1
ag(z) = ;Za% 2F, a(z) = ;Zalkzk. (9.24)
k=0 k=0

Zugehorige Matrizen:

1 0 1 0 1
Az) = 2 <—22 ap(z) 1-— zal(z)> ’ A = <—6L00 1—a10> ' (9:25)

Eigenwerte \j, Ay von Ag aus ,Indexgleichung® fiir charakteristisches Polynom x(\):
Y(A\) = det(A-1—A4g) = A2+ Aaw—1) +ag = 0. (9.26)
= Struktur der Losungen mit Re(A;) > Re(Ag):
ui(2) = 2M hi(2), ug(z) = 22 hy(2) + 7 log(2) ui(2), (9.27)

wobei v € C und hy(z) holomorph fiir z € D,(0),
h(z) = chk 2 v = 0, falls A\ — Xy & Ny. (9.28)
k=0

Praktischer Tipp:

Direktes Einsetzen dieser Ansétze ist einfacher als das Matrizenverfahren in Kap. 9.1!



9.2. DIFFERENTIALGLEICHUNG 2. ORDNUNG

Beispiel: , Hypergeometrische Differentialgleichung*

131

Jede Fuchs’sche Dgl. 2. Ordnung mit 3 schwachen Singularitdten kann auf die Standard-

form der hypergeometrischen Dgl. transformiert werden:
z(1—2)u"+ (c=(1+a+b)2)u —abu = 0, a,b,ceC.
Schwache Singularitdten bei z = 0, 1, co.

Indexgleichung:  x(A\) = A(A+c¢—1)=0. = Exponenten: A =0,1 —c.
Konstruktion von Lsgen.:

a) Reguldre Lisg. durch Potenzreihenansatz:  wu(z) = Z a2t
k=0

— Einsetzen in Dgl. liefert Rekursion:

(k = ‘l k:_() ]. “ e e
b k(0+k)(k+1)’ T

Normierung «q := 1 definiert die , hypergeometrische Funktion®

- b
2F1(CL, b7 & Z) = F<a’7 b7 & Z) = Z (C(Lil;k(k)'k zk7 |Z‘ < 17 ¢ 7£ 07 -
k=0 )

mit dem ,,Pochhammer-Symbol“ (z), :==z(x +1)---(z +k —1).
b) Weitere Losung durch Ansatz:  u(z) = 27 v(2).
— Hypergeom. Dgl. mit neuen a, b, c und Lsg.:
ZdCFla—c+1,b—c+1;2—c¢;2), c#2,3,4,....
¢) Erginzung zu Fundamentalsystemen:

o cZZs:

ui(z) = F(a,b;c;2), uy(z) = 27 Fla—c+1,b—c+1;2—c; 2).

ec=1+10,1€Ny(dh.0>1—¢):

ui(z) = F(a,b;c;2), us(z) = log(z) F(a,b;c; z) + i B 2.
k=—1

ec=1—-10,1eNy(dh. 1—-¢c>0):

—2

(9.29)

(9.30)

g e

(9.31)

(9.32)

(9.33)

ur(z) = 2" CFla—c+1,b—c+1;2—c2) = 2 Fla+1,b+1;1+1;2),

us(z) = log(z)le(a+l,b+l;1+l;z)+Zykzk.
k=0

Rekursive Bestimmung der (., vx; Ergebnis kompliziert!

(9.34)

d) Fundamentalsysteme in Umgebung von z = 1,00 durch Permutation der schwach

singuldren Punkte {0, 1,00} durch M&bius-Transformationen:

z = 1=z 1/z, 2/(z—1), (z—1)/2z, 1/(1 — 2). ... siehe Literatur!



132 KAPITEL 9. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IM KOMPLEXEN



Kapitel 10

Randwertaufgaben fiir lineare Dglen.

Dieses Kapitel ordnet einige héufig in der Physik auftretende spezielle Funktionen in einen
gemeinsamen mathematischen Rahmen ein, hat aber nur den Charakter eines Ausblicks,
der hoffentlich Appetit auf mehr macht. Fiir tiefere Details bzw. einige Beweise siehe
z.B. [11] und weiter fiihrende Literatur zu partiellen Dglen. bzw. Funktionalanalysis.

10.1 Sturm-Liouville-Problem

Beispiel zur Problemstellung: schwingende Saite.

1-dim. Wellengleichung: (lineare partielle Dgl. 2. Ordnung)
Uy — CUyy = 0, u = u(z,t), ¢ = Wellengeschwindigkeit in Saite. (10.1)
Randbedingungen:  Saite der Lénge L, an beiden Enden eingespannt,
u(0,t) = u(L,t) = 0 VteR. (10.2)
Anfangsbedingungen: — Anfangsort (¢) und Anfangsgeschwindigkeit (1) bei t = 0,
u(z,0) = ¢(x), w(z,t) = P(x). (10.3)
,Separationsansatz fiir spezielle Losung:
u(z,t) = f(x)g(t). (10.4)

— Einsetzen in Dgl. ergibt:

= g(t) = () = const. = —w® € R (10.5)

Funktion von ¢ Funktion von x

133
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= Getrennte Dglen. fiir - und xz-Abhéngigkeit:
a) t-Abhéngigkeit:
§+w?lg = 0. = g(t) = cysin(wt) + o cos(wt). (10.6)
Losung existiert Vw? € R; Konstanten ¢; o durch Anfangsbedingungen festgelegt.

b) z-Abhingigkeit:
AfM Wi =0, f(0) = f(L) = 0. (10.7)
Frage: Fiir welche w? existieren Losungen mit gegebenen Randbedingungen?

— , Eigenwertproblem* fiir Differentialoperator —c*d?/dz? !

Allgemeine Losung der Dgl.:

f(z) = Cysin(kx) + Cy cos(kzx), k=2 (10.8)
c
Verwendung der Randbedingungen:
F0) = Gy =0, (10.9)
f(L) = Cysin(kL) = 0, dh kL = nr, n€N. (10.10)
= Unabhéngige spezielle Lsgen.:
fulz) = sin(kyx), k, = P n%, n € N. (10.11)
c
D.h. 3 nur abzihlbar viele, nach unten beschriinkte ,, Eigenwerte® w? > 0.
Beachte ferner ,,Orthogonalitét® der Lsgen. f,:
L L
/ dz fou () fu(z) = §5m"' (10.12)
0
Allgemeine Losung von (10.1) durch Superposition der speziellen Lsgen.:
(Fourierreihe in x mit zeitabhingigen Koeffizienten)
Z Cp1 SIN(wit) + Cpo cos(wnt)] sin(k,x). (10.13)
n=1
Koeffizienten ¢,,; aus Anfangsbedingungen bestimmbar:
u(z,0) = chg sin(k,z) = ¢(x), Cno = —/ dz ¢(x) sin(k,z),
n=1 L 0
oo 2 L
uy(7,0) = ;cnlwn sin(k,x) = ¥(x), Cn1 = WnL/o dz¢(z) sin(k,z). (10.14)

Bemerkung:
Die Allgemeinheit der Losung (10.13) (Eindeutigkeit des Anfangswertproblems) ldsst sich
hier leicht {iber den Energiesatz zeigen.
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Eigenwertprobleme von Differentialoperatoren 2. Ordnung sind typisch fiir Separations-
ansitze fiir partielle Dglen. der Physik (Laplace-, Wellen-, Schrédinger-Gleichung, etc.).

< Standardform des Problems:

Definition 10.1 (,, Sturm-Liouville(SL)-Probleme®)

a) Ein reeller linearer Differentialoperator L heifit ,,SL-Operator®, wenn er von folgen-
der Form ist:

Lu = —(p(x)u')/ + q(x)u, peCYI), qeC°I). (10.15)

b) Ein ,regulidres SL Eigenwertproblem® besteht in der Suche nach nicht-trivialen re-
ellen Losungen (,,Eigenfunktionen® u und , Eigenwerte“ \) von

Lu = Mr(x)u, re CI) (10.16)

mit p(x),r(x) > 0 Vo € I fiir ein kompaktes Intervall I = [a, b] mit den Randbedin-
gungen

0 = Rou = Aju(a)+ Ayp(a)u'(a), A3+ A3 A0,
0 = Ryu = Bu(b) + Bop(b)u'(b), B>+ B2 #0. (10.17)

¢) Ein SL-Problem (10.16) heifit ,,periodisch®, wenn = € I = [a, b] und p(a) = p(b) ist
und periodische Randbedingungen gefordert werden:

u(a) = u(b), u'(a) = u'(b). (10.18)

d) Ein SL-Problem (10.16) heifit ,singulér®, falls I offen bzw. halboffen ist. Fiir einen
singuldren Randpunkt a bedeutet das I = (a,b] mit —c0o < a < b < oo (d.h.
p(a) = 0 ist erlaubt); als Randbedingung wird gefordert, dass

® U(Z)|y—at beschrankt und p(x)u'(x)|,—ar = 0, falls a endlich;
b
o / dz Ju(z)]* < oo, falls a = —oco.

Analoges gilt fiir eine singuléire obere Grenze b.

Anmerkung:
Jede Differentialgleichung

az(z)u” + ay(z)u’ + ag(z)u + Au = 0, ag, ar,ay € C°(I) (10.19)
lasst sich durch Anwendung eines , integrierenden Faktors* auf die Standardform (10.16)

bringen:
v al(t)) pag P
r) = ex dt , = ——, r = =, 10.20
p(x) p ( / () q o @ ( )

(Nachweis durch einfaches Einsetzen in Dgl.)
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Satz 10.1 (Losung des reguldren SL-Problems)

Eigenschaften der Eigenfunktionen u und Eigenwerte A des reguldren SL-Problems:

a) Alle Eigenwerte A sind reell und nicht entartet, d.h. sind v und v Eigenfunktionen
zu A, dann gilt v = cu, ¢ € R (bzw. C).

b) Eigenfunktionen u und v zu verschiedenen Eigenwerten A\ # )\ sind ,orthogonal®
bzgl. des ,,Skalarproduktes mit Gewichtsfunktion r

(ha)e = [ defia)gle)rio) (1021)

d.h. (u,v), = 0. Jede Eigenfunktion ist normierbar, d.h. u kann so gew&hlt werden,
dass (u,u), = 1.

c) Es gibt abzdhlbar unendlich viele Eigenwerte \,, die nach unten beschriankt sind
und sich im Endlichen nicht héufen:

Ao <A <A< ..., A, — o0 fiir n — oo. (10.22)

d) ,,Oszillationseigenschaft:
Die Eigenfunktion w,, zum Eigenwert \,, hat genau n Nullstellen in (a, b). Die n+ 1
Nullstellen von u,; werden durch die n Nullstellen von w,, voneinander getrennt.

Beweis:  (z.T. nur skizziert!)
Vorbereitung:

,Lagrange-Identitit® fiir beliebige f, g € C?*(I):

f(Lg)—(Lflg = [ (—(pg’)' + qg) - (—(pf’)' +qf) g
= —fWd+ps")V+ @ +pf")g
= (p(f'9—Fq))"
Daraus folgt durch Integration, falls f, g die Randbedingungen (10.17) erfiillen:

b
= 0,

a
/

b B b _ _ _
/ dz F(Lg) — / dz (Lf)g = pla)(f'(2)g(x) — [(2)d'(x))

N J/ J/
-~

= (f,.Lg)1 —. (Z;,g)l = 0 nach Ranzirbedingungen

d.h. (f,Lg)1 = (Lf,g)1 und L ist ,formal selbstadjungiert bzgl. des Skalarproduktes
(.,.)1 mit » = 1 (,formal“, da Definitionsbereich noch zu kléren ist). Die Integrale exi-
stieren, da die Integranden stetig auf kompaktem Intervall I.
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a) Sei u Eigenfunktion mit Eigenwert A. Dann gilt:

0 = (u,Lu); — (Lu,u); = (u, \u), — (Au,u), = (A=XA) (u,u),.

b
:/ de |u)?r > 0

- a

= A = )\ = reell

Seien v und v Eigenfunktionen zum Eigenwert .

u, v erfiilllen R,u = R,v = 0, d.h.
0 = (Apla)dy) [ U@ vl = det(W) = 0.
—— \Y(a) V'(a)
= Wronsl;i,-MatriX w
= wv(a) =cula), v'(a)=cu(a).

#(0,0)

= v(x) = cu(x) ¥z € I nach Eindeutigkeitssatz fiir lineare Dglen. 2. Ord.

b) Da Eigenfunktionen u # 0 stetig auf I, gilt 0 < (u,u), = ¢ < occ.
— (u,u), = 1 nach Redefinition u — u/+/c = ebenfalls Eigenfunktion.

Seien v und v Eigenfunktionen zu Eigenwerten A # \. Dann gilt:

0 = (u,Lv), — (Lu,v); = (u,\Nv), — (Au,v), = (N =) (u,v),.
——
#0
= (u,v), = 0.
¢) Dieser Teil ist aufwéndig (wenn auch elementar durchfiithrbar).
Beweisidee:

1. Schritt: , Priifer-Transformation®.
— Polarkoordinaten (p, ¢) fiir den ,,Phasenvektor® y = (y1,42)" := (pu’, u)T:

yi(e) = poy(z) = p(a)cosd(a),  w(x) = ulx) = plz)sing(x).

Eigenschaften:

e Da u # 0, ist auf Grund des Eindeutigkeitssatzes y # 0, d.h. p # 0.
° p,¢ € CHI), dau,pe C(I).

e Umkehrtransformation:

p = \i+yd  pe? =y +ip.

Die Dgl. Lu = Aru ist dquivalent zu:  (einfaches Einsetzen!)

2 1
¢ = CO;¢+(Ar—q)sin2¢, po= <§+C]—>\T>PCOS¢SH1¢-

— Entkopplung! D.h. 16se erst Dgl. fiir ¢, dann fiir p.
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2. Schritt:  Eigenschaften der , Argumentfunktion® ¢(z, A).
Definiere u(z, A) als Lsg. der Dgl. Lu = Aru mit R, = 0 als Anfangsbedingung.
Dann gilt fiir das zugehorige ¢(x, A):
e ¢(xz, \) ist streng monoton wachsend in A € R Vz € I.
e Definiere Startwert fiir ¢:  ¢(a,\) =1 a mit 0 < a < 7.
— Dann gilt:  ¢(b,\) — 0 fiir A - —oc0,
d(b,\) = oo fiir A — oc.
Beachte:
Beweise benotigen Aussagen iiber Lsgen. verschiedener Dglen. (verschiedene \).

3. Schritt:  Argumentation fiir Eigenwerte.

Randbedingungen R,, R, definieren eindeutige (!) Winkel «, 5:

A e
< 2) =: const. < o a) : 0<a<m («wie oben)
Ay Cos &

<B2> =: const. (_ sinﬁ) , 0<pg <.
By cos 3

= wu(z, A) erfiillt 2. Randbedingung Ryu = 0 genau dann, wenn:

cos ¢(b, A)) .

o T
0 = (—sinf,cos ) <singb(b,)\)

= Ryu = 0 genau dann, wenn A = A\, mit ¢(b, \,,) = f + nm mit n € Z.
Folgerungen:

e )\, sind die gesuchten Eigenwerte mit Eigenfunktionen u,(x) := u(z, A,).

e Fiir n < 0 existiert kein A, auf Grund der strengen Monotonie von ¢(b, \)
in A und ¢(b, A — —o0) = 0.

e Fiir jedes n € Ny existiert genau ein )\, durch strenge Monotonie von

(b, \) in A und ¢(b, A\ — 00) = 0.
d) Eigenschaften der Nullstellen von w,(z) := u(zx, A,): (Pn(z) == @(x, \p))
u(zo,\) =0 & o(xo,\) =km, keZ.
Ferner gilt:
0 < pla) =a < m, nt < ¢p(b) =B +nm < (n+ 1)

= ¢,(z) nimmt fir a < x < b die Werte 7,27, ..., nm genau einmal an, aber keine
anderen Werte der Form km, d.h. u,(x) hat genau n Nullstellen.

Fiir den Beweis der Trennungseigenschaft der Nullstellen siehe [11] (Satz von Sturm-
Picone).
»q.e.d.”
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Beispiel:

u” + Mu
dh.p=r=1¢=0und A, =B, =14, =B, =0.

Dgl. der Argumentfunktion:

= Losung:

0,

[lustration bei Saitenschwingung.

u(0) = u(m) =0,

= a=0, g=m.

¢ = cos® ¢+ Asin® ¢, #(0,\)=a=0.
tan vV Az
arctan (T) , A >0,
o(x,\) =  arctan(z), A=0,

arctan (M) , A <0,

V

wobei die Funktion bei cos (\/Xx) = 0 stetig fortzusetzen ist.

L ¢
¢
4T - 1 4
3 : 3T
2 2m
.l .
0 L i i i 0

01 4 9 16 A

Eigenwerte und Eigenfunktionen:

2
2 .
A = (n+1)% up(z) = \/jsm (n+1)z), n=0,1,2,
™
u 1
AR VR - N
VAN v -
/ TN / \
05F /. \ / \ ]
' \ / \
/ \ / A
o \ / \
i \ / \
;. \ «\/' \
0 v s y
\ / \ /
\ / \ S
: / \ c/
/
—0.5- uo(x) . /‘/ \\ . /4
e Yy N
U (L) \ a /.x_’ %
ug(x) ——- N N
—1 L
0 /2 x ™
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Anmerkungen zu nicht-regulidren SL-Problemen:

e Beweise meist schwieriger.

— Typischerweise fiir Einzelfélle bzw. Unterklassen.

e Orthogonalitdat von Eigenfunktionen stets vorhanden

(durch Lagrange-Identitat und Verschwinden der Randterme nach Integration).

e Zweifache Entartung von Eigenwerten moglich.
Beispiel:
u” + Au = 0 mit periodischen Randbedingungen u(0) = u(27), «'(0) = u/(27).
— Eigenwerte und Eigenfunktionen:
o A< 0: keine Eigenfunktionen.
o A=0: wy=c=const..
o A >0: zweifache Entartung fiir A =k, k > 0:  usp(x) = e,
e Falls a = —o0 oder b = oo, kann das Eigenwertspektrum kontinuierliche Teile

enthalten. Die Eigenfunktionen zu Eigenwerten im kontinuierlichen Spektrum sind
meist nicht mehr normierbar und existieren als ,, Distributionen®.
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10.2 Vollstindige Orthogonalsysteme

Satz 10.2 (,, Entwicklungssatz* fiir regulére SL-Probleme)

Die Eigenfunktionen u,, (n =0,1,2,...) eines reguldre SL-Problems lassen sich orthonor-
mieren:

b
(Uppy Upy)) = / Az U (z) up () 7(2) = Spn- (10.27)
Die so normierten Eigenfunktionen bilden ein ,vollstdndiges Orthonormalsystem*:

a) Jede Funktion f € C?*(I), die den Randbedingungen R,f = R;,f = 0 geniigt, lisst
sich in eine absolut und gleichméfig konvergente , Fourier-Reihe* entwickeln:

f@) = coun(®),  cn = (un, f)r (10.28)

b) Jede ,quadratintegrable* Funktion f € L*(I), d.h. falls ||f|| := (f, f)1 < oo, ist im
Sinne der Konvergenz bzgl. der Norm ||.||; in eine Fourier-Reihe (10.28) entwickel-
bar, d.h. es gilt

lim
N—oo

f@)=> cnun(@)|| = 0. (10.29)

n=0

1

(Die Normen ||.||; und ||.||, sind in L*(I) dquivalent.)

Anmerkungen:

e Der vollstindige Beweis zu Satz 10.2 erfolgt meist im Rahmen der Funktionalana-
lysis (Theorie der kompakten selbstadjungierten Operatoren im Hilbert-Raum).

e Die Orthonormierbarkeit der u,, folgt bereits aus Satz 10.1.

e Ist die Vertauschbarkeit von ) und fab gezeigt (z.B. durch glm. Konvergenz der
Reihe), sind die Koeffizienten ¢, leicht berechenbar:

(uma f)?" - (um 9 Z Cn un) - Z Cn (um7 un)r = Cm- (1030)
n=0 " n=0 —

= 5'mn

e Fiir singulére SL-Probleme gelten dhnliche Entwicklungssétze, die aber schwieriger
zu beweisen sind. Bei kontinuierlichen FEigenwertspektren wird aus der Fourier-Reihe
ein Fourier-Integral.

— Funktionalanalysis und Theorie der Distributionen!
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Wichtige Beispiele orthogonaler Funktionensysteme:

a) Trigonometrisches System:

up(x) = \/gsin (n+1)z), 0<z<m, n=0,1,2,... (10.31)

Dgl.: 0 = u’+ \u. (10.32)

SL-Problem (regulér): p(z) =1, q(x) =0, r(z) = 1 (10.33)

Randbedingungen: un(0) = u,(m) = 0. (10.34)

Eigenwerte: A = (n+1)2 (10.35)
Anwendungen:

Laplace- bzw. Wellengleichung in kartesischen Koordinaten
(Stehende Wellen in Elektrodynamik, Kastenpotential in Qquantenmechanik, etc.).

b) Legendre-Polynome:

P(z) = Qli“dd—;l(xz—l)l, ~1<z<1, 1=0,1,2,... (10.36)
Legendresche Dgl.: 0 = (1 —2®)u" —2zu/ +1(l + 1)u. (10.37)
SL-Problem (singulér): p(x) = 1—2% q(z) =0, r(x) = 1. (10.38)
Randbedingungen: |P(£1)] < oo. (10.39)
Eigenwerte: A= U(1+1). (10.40)

Anwendungen:

Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten bei Zylindersymmetrie
(Multipolmomente bei Zylindersymmetrie, spezielle Kugelflichenfunktionen, etc.).

¢) Zugeordnete Legendre-Funktionen:

m d™
Fl

Pr@) = ()" (1-a% L op@),  c1<e<t,
xm
1=0,1,2,..., m=-l,—l+1,...,] =fest. (10.41)
2
Allg. Legendresche Dgl.: 0 = (1—a2®)u" —2zu' + |l +1) - e
-
(10.42)
m2
SL-Problem (singulér): p(z) = 1—2%, qz) = T2 r(z) =1
—x
(10.43)
Randbedingungen: |P"(£1)] < oc. (10.44)
Eigenwerte: A= l(l+1). (10.45)

Anwendungen:
Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten, Eigenfunktionen des qm. Drehimpulses
(Multipolmomente, Kugelflachenfunktionen, etc.).
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d) Laguerre-Polynome:

e dn

L,(z) = g e (x”e’m) , 0 << o0, n=20,1,2... (10.46)
Laguerresche Dgl.: 0 = azu”" + (1 —2)u' + nu. (10.47)
SL-Problem (singuldr): p(z) = ze™®, ¢q(z) = 0, r(z) = e  (10.48)
Randbedingungen: /OO dz Ju(z)]*e™ < oo. (10.49)

0
Eigenwerte: An = n. (10.50)
Anwendungen:

Schrodinger-Wellenfunktion beim 1/r-Potential.

e) Zugeordnete Laguerre-Polynome:

dk
LF(z) = (=1)F s Losi(z), 0<z<o00,

n=0,1,2,..., k=0,1,...,n = fest. (10.51)
Zug. Laguerresche Dgl.: 0 = zu"+ (k+1—2)u + nu. (10.52)
SL-Problem (singuldr): p(z) = 2" ™, q(z) = 0, r(z) = 2" . (10.53)
Randbedingungen: / dz [u(z)? 2" e™ < oo, (10.54)

0
Eigenwerte: An = n. (10.55)

Anwendungen:

Schrodinger-Wellenfunktion beim 1/r-Potential.

f) Hermitesche Polynome:

dn
e —so<z<oo, n=01,2... (10.56)
dzn

H,(x) = (-=1)"e

Hermintesche Dgl.: 0 = v —2zu + 2nu. (10.57)
SL-Problem (singulér): p(z) = e, q(z) = 0, r(z) = e . (10.58)

Randbedingungen: / dz [u(z))?e™ < oo. (10.59)
Eigenwerte: An = 2n. (10.60)
Anwendungen:

Schrodinger-Wellenfunktion beim harmonischen Oszillator.
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