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Aufgabe 5.1 Operator des Radialimpulses (2 Punkte)

Klassisch ist der Radialimpuls p, eines Teilchens mit kartesischem Impuls p definiert durch
pr = €, -Pp, wobei e, der Einheitsvektor in Richtung des Ortsvektors x ist. Machen Sie fiir

den entsprechenden Operator p, den Ansatz p, = ae, - p + (1 — @)p - e, mit einer reellen
Zahl a.

a) Fordern Sie Hermitizitit pl = p, und legen Sie damit o fest. Wie sieht p, als Diffe-

P =
rentialoperator in Kugelkoordinaten aus?
(Subtilititen im Definitionsbereich von p, missen hier nicht untersucht werden.)

b) Berechnen Sie den Kommutator [r, p,| fiir allgemeines a, wobei r = |x|. Fiir welche
« gilt die Heisenberg’sche Vertauschungsrelation [r, p,.| =ik 7

Aufgabe 5.2 Vertauschungsrelationen mit dem Drehimpuls (3 Punkte)

Ein Operator s heifit skalarer Operator, falls
Ly s] =0, m=1,23, (1)
ein Operator v heif3t Vektoroperator, falls

(L, vn) =10 v, m,n=1,2,3, (2)
]

wobei Ly, = 3, €muTnp; die m. Komponente des Drehimpulsoperators L = x X p dar-
stellt. €,,,; bezeichnet den total antisymmetrischen Tensor

+1, falls (m,n,l) = (1,2,3) bzw. zyklisch,
€mny = 4 —1, falls (m,n,l) =(3,2,1) bzw. zyklisch, (3)
0, sonst.

a) Zeigen Sie, dass generell das Quadrat v? eines Vektoroperators v ein skalarer Ope-
rator ist.

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Heisenberg’schen Vertauschungsrelationen und unter Benut-
zung des e-Tensors, dass x und p Vektoroperatoren geméf (2) sind.

Bitte wenden !



c) Im Folgenden seien J,, (m = 1,2,3) Operatoren, die den Vertauschungsrelationen
[y Jn] =10 Y €mm i gentigen. Benutzen Sie die trivial erfiillte “Jacobi-Identitét”

[[Jma Jn]a Jl] + [[Jna Jl]a Jm} + HJla Jm]> Jn] = 07
um folgende Identitét fiir Produkte zweier e-Tensoren herzuleiten:

Z €abc€ede T Ebdc€eae T €dactebe = 0.

C

Zeigen Sie damit, dass L ein Vektoroperator ist.

Aufgabe 5.3 Ungleichungen im Hilbert-Raum (1 Punkt)

Beweisen Sie folgende Ungleichungen fiir beliebige Elemente ¢, ¢ eines Hilbert-Raumes:
a) Schwarz’sche Ungleichung: (o) < ||¥]] - |9l

b) Dreiecksungleichung: Y+ ol < |||+ ||6]l-

Aufgabe 5.4 Simultane Diagonalisierung (2 Punkte)

Gegeben sind die Operatoren A und B,

a 0 0 b 0 0
A=[10 —a 0 [, B=|10 0 —ib], a, b reell,
0 0 —a 0 % O

im Hilbert-Raum, der von der Basis |1), |2), |3) aufgespannt wird.
a) Geben Sie Eigenzustidnde und Eigenwerte von A und B an.

b) Verifizieren Sie, da§ A und B kommutieren, und geben Sie eine simultane Basis von
Eigenzustinden zu A und B an. Charakterisiert die Angabe der Eigenwerte von A
und B die Eigenzustiande vollstandig?



