Ubungen zur Theoretischen Physik 4 (Quantenmechanik) Blatt 11
—  Prof. S. Dittmaier, Universitat Freiburg, SS13 —

Aufgabe 11.1 Spin-3-System (3 Punkte)

Fiir ein Spin-1-System seien |+) die Eigenzustinde zu Sy : S3|4) = £2[+).
a) Bestimmen Sie den Eigenzustand |n, +) des Operators S - n:
h
S njn,+) = —1—5 In, +),

wobei n = (cos psin @, sin psin 0, cos §)7.
(Ergebnis: |n, +) = cos &|+) + e"sin §|—).)

b) S; werde im Zustand |n,+) gemessen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, +2 zu
erhalten? Berechnen Sie auch die Unschiirfe AS; = ((S; — (S;))?) fiir den Zustand
n, +).

c¢) Verifizieren Sie die Unschérferelation zwischen S; und Sy im Zustand |n, +).

Aufgabe 11.2 Elektron im Magnetfeld (2 Punkte)

Man betrachte ein Elektron, dessen einziger Freiheitsgrad der Spin ist. Der Hamilton-
Operator dieses Elektrons im Magnetfeld B ist

H=-p,-B=-°8.B.
m

In der Basis der Eigenzustidnde |£) zu S ist der Spinoperator Sj = %crk gegeben durch
die Pauli-Matrizen oy,.

a) Berechnen Sie fiir ein homogenes, zeitlich konstantes Magnetfeld in z3-Richtung die
Zeitabhangigkeit des Zustands

() = v OF0) +o-01-) = (1))

b) Das Elektron befinde sich zur Zeit ¢ = 0 in einem Eigenzustand von S;. Man berechne
den Erwartungswert von Sy (k = 1,2, 3) zur Zeit ¢.

Bitte wenden !



Aufgabe 11.3 Drehimpulsaddition speziell (3 Punkte)

Wir betrachten ein quantenmechanisches System, das aus zwei Teilen besteht, die jeweils
durch Eigenzusténde |ji, mg) (k = 1,2) von J2 und Ji3 der Drehimpulsoperatoren Jy
beschrieben werden.

Jlek7mk> = thk(]k+1>|jk7mk>7 ]k :Oaéa]-)v
Jislge, me) = gl je, ma), me = —Jk,—Je + 1, Ji

Konkret betrachten wir den Fall j; = 1 und j, = % und vereinbaren zur besseren Ubersicht
die Abkiirzungen:

(M =151, 0 =10, [W=L-1), [N=l55 [W=15-3)

Stellen Sie alle nicht-trivialen Eigenzustéinde |, m) von J? und J3 des Gesamtdrehimpulses
J =J; + Jy in der Basis |ji, m1)|j2, m2) (abgekiirzt durch | 1), etc.) dar.

Hinweis: Die Auf- und Absteigeoperatoren Jy = Ji1+ + Jox wirken auf |j, m) wie folgt:

Jelgom) = h/i(i +1) —m(m £ 1) [j,m £ 1),

Bonus-Aufgabe 11.4 Drehimpulsaddition allgemein (1 Bonuspunkt)

Wie in der vorherigen Aufgabe betrachten wir ein quantenmechanisches System, das aus
zwei Teilen besteht, die jeweils durch Eigenzusténde |ji, my) (k = 1,2) von J; und Jj 3
der Drehimpulsoperatoren J; beschrieben werden:

Jlek7mk> - h2jk(]k‘+1>|jk7mk>7 ]k :07%7177

kgl me) = hmgl|ge, ma), my = —Jr, —Jk +1,..., jk

Der Ubergang von der Basis der Produktzustiande [ji,m1; jo, me) = [j1, m1)|j2, ma) zur
Basis |7, m) aus Eigenzustinden von J? und J; des Gesamtdrehimpulses J wird durch die
Clebsch-Gordan-Koeffizienten (j1,mq; jo, mo|j, m) vermittelt:

ym) = > |, ma;da, ma) (Ji,ma; Ja, malj, m).
mgnlL’lﬂl%nQ
Leiten Sie mit Hilfe der Auf- und Absteigeoperatoren J, = Ji4+ + Joi folgende Rekursi-
onsformeln fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten her:

\/j(j + 1) —m(m — 1) (j1, my; j2, ma|j,m — 1)
= \/j1(j1+1)—m1(m1+1) (J1,m1 + 1; ji2, ma|j, m)
+ \/j2(j2 + 1) — ma(ma + 1) (j1, m1; jo, ma + 1[5, m).




