Ubungen zur Theoretischen Physik 4 (Quantenmechanik) Blatt 1
Prof. S. Dittmaier, Universitat Freiburg, SS13 —

Aufgabe 1.1 Harmonischer Oszillator a la Bohr/Sommerfeld (1 Punkt)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Quantisierungsbedingung

%dqp = nh, n = ganzzahlig,

von Bohr und Sommerfeld die méglichen Energiewerte F), eines harmonischen Oszillators

mit der Lagrange-Funktion
1
L = %q’Q — §mw2q2.
Hinweis: Bestimmen Sie die Bahnkurven in der ¢-p-Ebene (Phasenraum) bei gegebener

Energie E. § dgp ist per Definition die Fliche innerhalb dieser Bahnkurve.

Aufgabe 1.2 Fourier-Transformation (3 Punkte)

Sei f(z) eine quadratintegrable (komplexe) Funktion von x € R. Diese héngt mit ihrer
Fourier-Transformierten f(k) wie folgt zusammen:

f) = [ e, g = [ SEeim,

. oo 2T

a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion

fa) = {c fur |z| < a,

0 sonst.

Leiten Sie aus dem Ergebnis durch einen geeigneten Grenziibergang die Fourier-
Transformierte der Delta-Funktion §(z) her.

b) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion

e~/ fiir x > 0,
) = {

0 sonst,

wobei a > 0. Leiten Sie aus dem Ergebnis durch einen geeigneten Grenziibergang
die Fourier-Transformierte (k) der Theta-Funktion #(x) her.

Hinweis: Die Subtilitédt bei & = 0 im Grenziibergang zur 6-Funktion wird in den
Ubungen diskutiert.

c) Zeigen Sie allgemein fiir zwei quadratintegrable Funktionen f(z) und g(z)

/OO dz f(x) g(z) = /OO %f:(k)*g(k)
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Bitte wenden !



Aufgabe 1.3 Freier Propagator und Gaufl’sches Wellenpaket (3 Punkte)

Zur Zeit t = 0 sei der Zustand eines eindimensionalen quantenmechanischen Systems durch
die Wellenfunktion ¢ (z,t = 0) beschrieben. Zu einer beliebigen Zeit ¢ entwickelt sich aus
¥ (x,0) dann die Wellenfunktion ¢ (z,t) geméaf

Y(x,t) = i/dx'G(as,t;x',O)w(:B’,O),

wobei G(x,t; 2, ') die sogenannte Green’sche Funktion (= “Propagator”) der zeitabhéngi-
gen Schrodinger-Gleichung bezeichnet.

a) Die Spektraldarstellung des freien Wellenpaketes 1(x,t) (Teilchen mit Masse m) ist
gegeben durch:
< dk -~ ) h2k?
wlet) = [ SEOW) explilhe —w(), ) = ho(k) =

—00

om

Zeigen Sie, dass die Green’sche Funktion fiir dessen Ausbreitung die folgende Form

hat:
o] im im(x — 2')?
GO(I7taI’0) - 27Tht exp{ 2ht

b) Ein Gaufi’sches Wellenpaket ist charakterisiert durch die Anfangsbedingung

2

P(z,0) = (27r02)_i exp {_x_ + ikox} :

402
Berechnen Sie die zugehorige Wellenfunktion ¢ (x,t) zu beliebigen Zeiten ¢.

c) Geben Sie sowohl den Mittelwert (z) als auch das mittlere Schwankungsquadrat
Az = \/{(z — (x))?) an, das sich mit der Wahrscheinlichkeitsdichte |¢)(x,t)|* aus b)
fiir beliebige Zeiten t ergibt.

Hinweis: [ exp{—a(z + b)*} dz = /7 /a fiir a,b € C mit Re(a) > 0.

Fiir die Herleitung dieses Ergebnisses (fiir komplexe Parameter a, b!) erwerben Sie einen
Bonuspunkt.



