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1. Elektrostatik

1.1 Ladung

GrundgroBe der klassischen Mechanik: Linge, Zeit, Masse charakterisieren Zustand

von Koérpern
GrundgroBe der Elektrodynamik: Ladung, weniger anschaulich, da nicht direkt durch

Sinnesorgane wahrnehmbar.

Die Ladung ¢ ist eine weitere Kenngré3e von Korpern neben der Masse m.

Experimenteller Befund:

e Es gibt zwei Arten elektrischer Ladung: positiv und negativ.
e Ladungen kann flieBen, d.h. Korper konnen ihre Ladung @ndern.

e Ladungen verhalten sich additiv:

Q4+ 0[2

Abbildung 1.1: Kérper aus zwei Teilkorpern mit Ladungen ¢; und g2, entsprechend ist die Gesamt-
ladung des Korpers ¢ = q1 + g2 (analog: m = m1 + my).



1. Elektrostatik

e [adungserhaltung: In einem abgeschlossenen System ist die Gesamtladung er-
halten, d.h. die Summe aller Ladungen ist konstant

e Ladung ist quantisiert, d.h. alle makroskopisch auftretenden Ladungen sind ganz-
zahlige Vielfache der Elementarladung e: ¢ = =N -e, N € Ny, e =1,602... -
10719C.

Ladungsverteilung
System aus N Teilchen (Einzelladungen ¢, ):

Abbildung 1.2: AV (&) stellt ein kleines Volumen am Ort Z, dar mit Ag(Z%) = Y. ¢
ninAV (&)

= Ladungsdichte:
_ Aq(Ty)

7)) = 1.1
P(%) AV (Zy) ‘AV—A) (1.1)
(Idealisierter Grenziibergang, d.h. AV geht nicht bis zu mikroskpischen Grofien)
- Aq(Z .
=q= an = Z Aq(Zy) = Aé(( _% - AV (%)
3 = —
iy poe
%

Frage:
Ladungsverteilung fiir eine Punktverteilung sinnvoll?




1. Elektrostatik

Mathematischer Exkurs: Dirac’sche Deltafunktion J(x)

Sei f(z) eine in einer Umgebung von = = a stetige Funktion, dann definiere:

/d:cf(:v)é(:c—a):: 0 a<aVp<a.

[0}

. {f(a), a<a<f,

d.h.

oo firz = a.

5z —a) = {O fiir z # a,

(1.3)

(1.4)

= 0(x) ist keine gewohnliche Funktion, sondern eine Distribution (= stetige Linear-

form, d.h. eine lineare, stetige Abbildung von Funktionen nach R bzw. C).

Eigenschaften von §(z)

o [dxd(x).... ist als Grenzwert

lim [ dz d,(x)...

n—oo

realisierbar mit Funktionenfolgen 6, (z), so dass

lim 6, (z) = {O’ 770,

n—00 o0, x =0,
wobei
B
/dwén(x)zl, a<0<p
z.B. L
1 =
On(x) = — "
(@) T 4 a2

Abbildung 1.3: Beispiele fiir §,, (), hier fiirn = 1 und n = 5.

(1.5)

(1.6)

(1.7)



1. Elektrostatik

e Mehrdimensionale Erweiterung:

3 3 T aq
(& — ) = [[o(zi — a;), wobei F=Y zpéy=|a2|, d=|0as
i=1 n=1 XT3 as

(1.8)

fiir Koordinaten z,, beziiglich eines Orthonormalsystems {é;, }.

N /d3 FH@)S(F — @) = {f@’ fallsa v (1.9)
1%

0, sonst.

e Ableitungen von ¢(x) sind definiert iiber partielle Integration:

B B
B
[ e 103 @)= 1@ - o)~ [do F@6 - 0) = £l
—_—— o
@ =y ot °
(1.10)
o [mplizite o-Funktion :
5(f(z)) = Z—5<x_9”") (1.11)

— | ()]
wobei x,, alle einfachen(!) Nullstellen von f(z) mit z,, € («, ) sind, f(z,) = 0.

e Stammfunktion von §(x) = Heavyside-Funktion 6(z):

T

0(z) := /dw’ 5(a') = {? zig’ (1.12)

bzw. 0'(x) = §(z).

Anwendung: Ladungsdichte einer diskreten Ladungsverteilung

N
) = Dl ). .

¢» = Punktladung am Ort Z,,.

1.2 Coulomb-Gesetz, elektrisches Feld, elektrisches
Potential

Coulomb-Gesetz:
= empirisches Gesetz fiir Kraft zwischen zwei Punktladungen ¢; und ¢5:

- 1 1

Fip = 'CI1(]2'_,—_,2'€12 (1.14)
47T€0 ’]71 - $2‘




1. Elektrostatik

0|
A h

Abbildung 1.4: F'5 bezeichnet die Kraft, welche von ¢» auf ¢; ausgeiibt wird. Der erste Term —

4meq
mit g = 8,8543 - 10712 \1}—; (Dielektrizititskonstante des Vakuums) ist ein Einhei-

tenfaktor im SI-System. g; - go driickt eine Proportionalitit zu den Ladungen aus,
1/|AZ|* = 1/r?, wie beim Newton’schen Gravitationsgesetz, €1o: Kraft wirkt ent-
lang der Verbindungslinie. q;q2 > 0: AbstoBBung, q192 < 0: Anziehung.

Superpositionsprinzip:

Die Einzelkrifte F,, durch N Punktladungen g, bei 7, auf eine Ladung ¢ bei & addieren
sich vektoriell:

- N — N r—xT
F=YF=¢Y 2 EEEAT (1.15)

n=1

dabei bezeichnet man E () als elektrische Feldstirke, die von den Ladungen ¢, am
Ort 7 erzeugt wird = Kraft pro Ladung, die bei Z auf die Ladung ¢ wirken wiirde.

Elektrisches Feld

e Veranschaulichung durch Feldlinien: E (¥) = Tangentenvektor an Feldlinien,
Dichte der Feldlinien ist Ma8 fiir | E'(Z)|
— Feldlinien schneiden sich nie!



1. Elektrostatik

v \\
<

N
+

W
\/
)
N

Abbildung 1.5: Feldlinien einer positiven, einer negativen und Superposition einer positiven und ei-
ner negativen Punktladung.

Elektrisches Feld kontinuierlicher Ladungsverteilungen

Gegeben sei eine Ladungsverteilung p(Z”) in einem Volumen V. Dann ist E(f) gege-
ben durch:

- 1 r—a
E(7) = &z p( : . 1.16
(7) / T (T dreg |7 — 2|3 (1.16)
v
———
ﬁZk:P(i'k)AV(fk)=Xk:qk
Gesamtladung:
q= /dgf’p(.f’) (1.17)
1%
Beispiele:

1. Fernfeld einer begrenzten Ladungsverteilung: Sei |Z — 2’| > a = max. Lingen-
ausdehnung in V.

= |7 — 7| = |7 + O(|7|°) fiir |7| > a > |7]. (1.18)
Bemerkung:
f(x) = O((x — x0)*) heiBt, dass
ﬂ < const. fiir x — xg. (1.19)
(x — x0)k

10



1. Elektrostatik

= 1
= E(Z) = /d3f’p(f') (W + (’)(|f]3)) fiir |7] — oo
v
— (1.20)

qg 1., 1 . -
:4—m~ﬁer+0(ﬁ>, r=|z], ¥ =ré,,

wobei O(1/r3) Abweichungen vom 1/r2-Gesetz fiir nicht-spirische Ladungsver-
teilungen beriicksichtigt.

2. Fernfeld eines Dipols:

Xl

Yo

Abbildung 1.6: Illustration eines elektrischen Dipols

 dmeg \ |7 - 4P3 \x+§
__4 -3 _—C_i~2—|—§(fa)~f-2+(9(l/r) (1.21)
4d7eq 2 2 r2

-l () o (L),

11



1. Elektrostatik

mit p := ga = el. Dipolmoment und wobei
-3 o2 —3/2 R -3/2
:<T2+Zifa) :7“_3<1+p:|:—2>
. (1.22)

mathematische Wiederholung/Exkursion: Elemente der Vektoranalysis
Es sei f(Z) eine einfache Funktion (= Skalarfeld) und F () eine vektorwertige Funk-
tion (= Vektorfeld). Zudem bezeichnet 0; = {% die partielle Ableitung nach x; und

2
V=|0,| den sog. Nabla-Operator.
05

e Gradient, Divergenz, Rotation:

o f
gradf(Z) = Vf(Z) = | 0-f | inkart. Koordinaten (1.23)
Osf
3
divF(Z) = VF(Z) = Z 0;F; in kart. Koordinaten (1.24)
i=1
- o 0o Fy — O3,y
rotF(Z) =V x F(¥) = | 03Fy — 0, F3 | inkart. Koordinaten — (1.25)
81F2 — 82F1

V-Kalkiil: Der Nabla-Operator V ist vektorwertig (— Regeln der Vektorrech-
nung) und ein Differentialoperator (— Produktregel beim Differenzieren).

Beispiele:

- 4 =
Es bezeichnet V(f - g), dass V nur auf f wirkt.

V(f-9) = V-9V ) = oV + f(Tg) (120
1
S(f-G) = V(G +V(G)
= (V)G + f(VE) (1.27)
=" [Gi0:f) + F(0:G)]

12



1. Elektrostatik

V x (Vf)=(VxV)f=0, dh.rotgrad =0,

——— (1.28)

=0

V(V x F)=(VxV)-F=0, dh.divrot =0.

——— (1.29)

=0

e Laplace-Operator:
3
A=V'=> "5 (1.30)
k=1

=V x (V x F)=V(VF) - V?F (1.31)

e Berechnung von Kurvenintegralen: Es sei 7(t) eine Parametrisierung des Weges
C(Z, %), d.h. Z(t1) = & und Z(t2) = T>. Weiter sei Z(t) = %(t) der Tangen-
tenvektor an die Kurve. Hiermit ist

t2
— d_‘ —
/ 4z - E(7) = /dt d—fE(f(t)). (1.32)
C(#,72) th
Bogenlinge: infinitesimal ds? = 3" da? = |22 - di?

to

=>521:/dt 7| = / dz - te (1.33)

tl C(a_fl,fz)

S91 ist unabhingig von der Parametrisierung! . bezeichnet den normierten Tan-
gentenvektor an C'.

G

Abbildung 1.7: Tllustration zur Berechnung von Kurvenintegralen

e Berechnung von Flichenintegralen: Parametrisierung der Flidche durch 2 Para-
meter u, v
= 7 = Z(u,v) (1.34)

13



1. Elektrostatik

Tangentenvektoren an Koordinatenlinien: ', := g—f , Ty = g—f .
. . .. v=const. u=const.
Orientiertes Flichenelement:
dA = (T,du) x (F,dv) = T, x &, dudv (1.35)
FlichenmaB: dA = |dA| = |7, x Z,| dudv
2y
%y
V=congt.
V= congl,

Abbildung 1.8: Tangentenvektoren 7, (blau) und Z, (rot) and die Linien des Koordinatennetzes einer
Fldche A

= Flussintegral:

/M- E-= H dudv (7, x 7,) - B(ZF(u,v)) (1.36)
A A
Oberfliche:
A:/M:/mmmxab/@Im (1.37)
A A

A ist unabhingig von der Parametrisierung! 774 bezeichnet den normierten Nor-
malenvektor auf A.

Beispiel: Kugeloberfliche

CosS v sin u
=R | sinvsinu |, 0<u<m 0<v<2m, (1.38)
Cos U

8

14



1. Elektrostatik

COS ¥V COS U —sinv

Zy,=R | sinvcosu |, ¥, = Rsinu | cosv |, (1.39)
—sinu 0
COs v sin u
Ty X T, = R%*sinu | sinvsinu |, |7, x &,| = R*sinu. (1.40)
cosv

s 2 ™ 2 1
:A:/du/dv | X T, | :/du/dvRQSinu:27TR/dcosu:47TR2.

0 0 0 0 1

(1.41)

e Stoke’scher Integralsatz

f Fdz = / (VxF)dA, falls F auf Aregulir ist, d.h. hinreichend oft diff.bar
C(A) A
(1.42)

wobei § di das geschlossene Wegintegral bezeichnet, der Weg C'(A) umran-
c(A)

det dabei die Fliche A. Der Normalenvektor 77 auf A und C'(A) bilden eine

Rechtsschraube!

Abbildung 1.9: Zum Stoke’schen Satz

15



1. Elektrostatik

e Gaul}’scher Integralsatz:

]{ FdA= / (VE) dV falls F in V regulir ist. (1.43)
A(V) v
Die linke Seite bezeichnet man als Oberflichenintegral (,,FLuss*) durch die Fli-

che A(V), die das Volumen V umschlieBt. Die Flichennormale 7||dA weiBt
dabei nach auf3en!

Abbildung 1.10: Illustration eines Volumens V welches von der FLéche A umschlossen wird.

Elektrisches Potential

Es gilt: L
VxE=0 (1.44)
Beweis:
e Punktladung impliziert Zentralkraft auf Testladung ¢, d.h.
F=qE = f(r)-&, (1.45)

sodassﬁxbz:Q .
Allgemeines F = Superposition von E-Feldern von Punktladungen. = V X E =
0.

16



1. Elektrostatik

e Alternativ durch explizites Ausrechnen:

_ 2P -1
/ x47reo VX |7 — 2|3
v e (1.46)
Vx (fG) = (Vf) x G+ f(V xG),
G=7-7,VxG=0
f=|E—2 Vf=-3-—
|7 — 25

Folgerung aus V x E =0
Die elektrische Kraft /' = ¢F auf eine Testladung ¢ bei & im Feld £ = E(Z) ist
konservativ, d.h. £ ist aus einem skalaren Potential V() ableitbar:

F(Z) = —=VV(Z), V = potentielle elektrische Energie (1.47)

d.h.
E=—-V¢(Z), ¢ = el Potential (V = o) (1.48)

Berechnung von ¢(%):

— =
:—/df./d?’f’p<x)-|f f,’?) (1.49)
\%4

=

1%
Kurvenintegral ist wegunabhingig (6 x I = 0 und Stoke’scher Satz).

17



1. Elektrostatik

Wibhle speziellen Integrationsweg: i"(t) = Zo+t(7—7)), 0 <t <1, dr = (¥—2y)dt:

- _,_ = . , t B
¢(f)_¢<fo):_/d3f/ P(w)/dt (:E xo) (on T + (x 370))
4meq . ) NG EE
v 0 [(wo—x + (7 — 0)) }
=it - (1.50)
o ([<>J / )
TE-F T TEo-al
:/d?’f/ p<f/) 1 . 1
AN
d.h.: 3 1
¢(7) :/d?’f' pT) ——— + const. (1.51)
dreg  |T — |
1%
Bemerkungen:

e Potentiale ¢ () , ¢2(Z) sind dquivalent, falls ¢ (Z) — ¢o(Z) = const. ist, da ¢,
und ¢, dann dasselbe E-Feld erzeugen.

e Aquipotentialfliche = Fliche in Z mit ¢(F) = const.
Sei 0 eine Variation innerhalb der Aquipotentialfiziche:

0 = ¢(& + 6%) — (&) = 62 - V(Z) + O(62) = =67 - E(Z),  (1.52)
d.h. E(Z) L Aquipotentialfliche.

e In Leitern gilt stets ¢(Z) = const., d.h. E(f) = 0, sonst Ladungsbewegung bis
(%) = const. — Influenzladungen auf Leiteroberflichen schirmen Leiterinne-
res elektrisch ab (Faraday-Kiifig). Leiteroberflichen = Aquipotentialflichen.

—

e Bedeutung von ¢(Z): Sei —F (%) die Kraft, die auf eine Ladung ¢ ausgeiibt wird.
Dann ist die Arbeit, die an ¢ auf dem Weg von &, nach ¥, geleistet wird

— — —

T T2 2

Wy = —/df-ﬁ: —q/de:q/df€¢:q(¢(fQ) — ¢(71)) . (1.53)

il T 1

(%) — (&) ist die Potentialdifferenz zwischen ¥s und 71, sie entspricht der
Arbeit, die an der Ladung ¢ pro Ladung ¢ verrichtet wird.

18



1. Elektrostatik

1.3 Feldgleichungen der Elektrostatik

—

E(@) = —Ve(@) = —ﬁ/di”f’ ple) 1L (1.54)

dey | T — 2|

1%

Berechnungsvorschrift von E(Z) bei vorgegebenem p(i)

Aber: E(Z) muss oft aus Randbedingungen (RB) berechnet werden, die ein noch nicht
bekanntes p(¥) bedingen, z.B.:

Konfiguration von Leiterflaichen mit vorgegebenem ¢.

= Satz von Differentiagleichungen wiinschenswert, die E (%) bzw. ¢(Z) als Losungen
zu gegebenen RB liefern.

GauB’sches Gesetz der Elektrostatik:

1. Betrachte Punktladung ¢ im Ursprung, die von einer Fliche A komplett um-
schlossen wird:

Ry

A

Abbildung 1.11: Die Fliche A umschlieBt die Punktladung g.

19



1. Elektrostatik

-

‘o]
-~
>

S

=
J
(a7

Abbildung 1.12: Flichennormale 7 und E schlieBen den Winkel ~ ein.

r2dQ) = dAcosy, v = £(7,€,), cos(y) =1i-é, (1.55)
= E(Z)dA = E(Z) - AidA
e (156
- 47360dQ
- fd/TE - 47?_60 /dQ - % (1.57)
A Q

2. Triviale Verallgemeinerung auf allgemeine Ladungsverteilung durch Superposi-
tion aller ¢, bzw. p(Z,,)AV,,:

j{dffﬁ _ g4 = von A umschlossene Ladung. (1.58)
€o
A

3. Anwendung der Gaul3’schen Integralsatzes liefert differentielle Form:

j{EA’z /(Wf) Bz, A= /M &7 (1.59)
A 14

€0 €0
Vv

20



1. Elektrostatik

(V: von A umschlossenes Volumen)
Da V beliebig war, folgt:

vi = P (1.60)
€o
Feldgleichungen der E-Statik:
VE = p(Z)/e ,
L ﬁ( )/eo (1.61)
VxE=0.

Die beiden partiellen Differentialgleichungen bestimmen nach Vorgabe von p(Z) und
geeigneten RB das Feld E(7) eindeutig! (Beweis spiter, sieche Magnetostatik!)
Nebenprodukt:

=/ 7
= = Coulomb— = . 1 auf’sches
VE Covian _VQ/d?’w’p(m) Cougizhes PIT) (1.62)

gesetz 471’60 |f — f’| Gesetz €0

Da p(Z) beliebig ist, gilt folgende Identitéit:
1 1

TinEg-@|

57— 7). (1.63)

Verhalten von E-Feldern an Grenzflachen:

a) Normalkomponente:

ax

X
—1/

[ P
oNg T 8Y

Grenzfldache

=

Abbildung 1.13: Infinitesimales Volumenelement an der Grenzfliche.

21



1. Elektrostatik

Ey = const. + O(Az) + O(Ay) + O(Az) in AV,

. (1.64)
En = const. + O(Azx) + O(Ay) + O(Az) in AVy.

E dzz: EI . ﬁl . AZIZ’AZ/ + EH . ﬁII . AI’Ay
A(AVIUAVEY) (1.65)
= (EI - EII) -AzAy, Ny = —ny.

Die Anteile der Flichen | zur Grenzfliche kompensieren sich!

j'( AA.F - / BT ()0 = p(F)-AV/ep = o-AxAy/es,  (Az — 0),

AVIUAV

(1.66)
wobei AV = 2AxAyAz und o die Flichenladungsdichte bezeichnet.
N,
= (EI — EH) Ny = E_ (167)
0

dh. E| ist unstetig bei Grenzflachen.

b) Tangentialkomponente:

Grenzfldache

=

Abbildung 1.14: Infinitesimaler, geschlossener Weg an Grenzfliche, €11

22



1. Elektrostatik

0= j[ﬁ di = E|Azé + Ey - Az(—&) + O(...)

C
= (EI - H> ¢ Ax. Anteile 1 Grenzfliche kompensieren sich.
0V

= <EI — EII) €=
~ _ (1.68)
d.h. EIH = EI”I, die Tangentialkomponente ist stetig!

Folgerungen:

e Leiteroberflachen: innerhalb eines Leiters gilt E =0.
= Flachenladungsdichte: 0 = F| ¢j auf der Oberflache (Die Normale zeigt vom
Leiter in den felderfiillten Raum.)

e Falls p(Z) und o (&) endlich sind, bleibt E endlich (aber nicht notwendigerweise
stetig!). .
¢ = — [ dZ E bleibt stetig.

e Verhalten bei Dipolschichten: o (%) ist unbeschrénkt!

A al

&

Abbildung 1.15: D - AA = Dipolstirke der Fléiche A, mit Dipolflichendichte D.

23



1. Elektrostatik

/2
gz5+—gz5_:/deL:d~EL+...: d-o /e (1.69)
a2 =D fiir d—0

d.h. ¢ hat endlichen Sprung: ¢, — ¢_ = D/ey und E| = o /¢, divergiert!

Elektrostatische Feldenergie
Energie eines Systems von Ladungen = Arbeit, die notig ist, um die Ladungen aus oo
kommend zusammenzufiihren.

System aus diskreten Ladungen:

-1

/:Li\f: Z qiq;
Am T — I

1=2 =1
= Arbeit, um ¢; zu
{qj};;ll hinzuzufi- (1.70)
gen.
N
B 1 1 Z qu
24mey — |7; — |
i,j=1
i#]
Kontinuierliche Ladungsverteilung
11 , p(@)p()
—— d3—* d3 4 AP )
247‘(’60/ :1:/ o |7 — 2| (L.71)
v v

als analogon zu W”.
Test: W = W' fiir p(7) = > 6(Z — 2;) ?

N
1 1 q;

W=t 9%
2 4meq ZZI ]21 |Z; — @] (1.72)

= W' + Terme mit ¢ = j (Selbstenergieterme).

Selbstenergie einer Punktladung = Energie um ¢; in Z; zu vereinigen — nicht wohlde-
finiert (= theoretisches Problem der klassischen E-Dynamik, ist jedoch in der Praxis
kaum relevant.)
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1. Elektrostatik

W als el. Feldenergie:

1 -
W= / &7 p(F)(F), p = VE
Vv
V kann durch vollen Raum ersetzt werden (p = 0 auB3erhalb von V):

BN G (1.73)
= V(E¢) —EV¢
—0 im [
=2 [¢7B(-Y9), F=-Vs

d.h. wqg = %OEQ = Energiedichte des elektrostatischen Feldes.

1.4 Poisson- und Laplace-Gleichungen

Aquivalenz:
EL Feldgleichungen Poison-Gleichung: A¢ = —r/c, wobei E = —ﬁgb
VE = &
VxE= 0 bzw. Laplace-Gleichung: A¢ = 0 falls p = 0

Typisches Problem der E-Statik:

Suche ¢(Z) zu vorgegebenem ¢(Z) (Dirichlet’sche RB) bzw. % —ii-V¢ = —E,
(Neumann’sche RB) auf den Randflichen!

— Frage nach Existenz, Eindeutigkeit und Berechnungsverfahren fiir ¢(Z), wobei

e Leiteroberflichen: ¢(¥) = const.

e geladene Flichen: 88% - %’fj = —0/€¢y (a/i = auBen/innen)

e Dipolschichten: ¢, — ¢; = £D/¢

Green’sche Theoreme

1. /(¢A¢) (V) (Vep)d zyqu dA = ]{w@b A (174

v V)
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1. Elektrostatik

o [ (00,0
) Jsv—vagei= § (650 - v3l)an

1% A(V)

wobei ¢, 1 beliebig glatte Funktionen sind.
Beweis:

1. Integriere V(¢Av) auf 2 Arten:

/ qﬁvw GauB aA- <¢6¢>
7

2. Bilde Differenz von 1 und (1|¢Hw). OJ

Frage nach Eindeutigkeit von Losungen
Seien ¢; und ¢ Losungen von Agp = —¢/e,
— Fiir welche RB folgt ¢y = ¢, d.h. U = ¢ — ¢po = 0?
Einsetzen von ¢ = ¢ = U in 1. Green’sches Theorem:

N
/d?’f (VU) - ]{ Ug—UdA da AU = 0.
v A(V)

1.Fall Dirichlet-RB: ¢ auf A(V') gegeben.
— U= O auf A(V)
- f
V)
- f &3 (VU)? = 0
v

%ﬁUEOinganzV

— U = const.inganz V

— U=0inganz V,daU = 0 auf A(V)
= ¢(Z) eindeutig inV

2.Fall Neumann RB: 22 auf A(V') vorgegeben.
— 8—U = 0 auf A(V)
'y
A(V)
...wiein 1)

— U = const. in ganz V'
= ¢(Z) ist bis auf konstanten Anteil eindeutig in V!
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1. Elektrostatik

3.Fall Gemische Fille: ¢(Z) oder g_Z(f) fir ¥ € A(V') gegeben.
= Eindeutigkeit von ¢(Z), falls ¢ irgendwo auf A(V") bekannt!

Bemerkung: Aus 1. und 2. folgt, dass ¢(Z) und a¢( ¥) fir ein £ € A(V) nicht gleich-
zeitig vorgegeben werden konnen.

1.5 Green’sche Funktionen der Elektrostatik

Ziel:

Reduktion des Randwertproblems der Poisson-Gleichung auf das einfachere Problem

der Laplace-Gleichung

— Einfithrung/Berechnung einer ,,Green’schen Funktion“ G(Z, ) mit der Eigenschaft
ANGZ 7)) = —4nd(Z — 7) (1.78)

und geeigneten RB (siehe unten!)

Grundlegende Anwendung:
2. Green’sches Theorem: ¢(7') = ®(2’) und () = G(Z, ")

/ 87 |6 ANG(F, ) —G(F, 7) NO(F) | = ]{ A [@(f’)i,c;(f,f')—G(f,f')i/cp(f')
—_——— —— on n
|4 =—A4Amé(Z—T") =—n(#)/eq A(V)
(1.79)
! 1 A7 = NI B H( AN 2 A
471'60/ a:)—|—47r f dA" |G(Z,Z)V'e(Z") —0(F)V'G(Z, T)
\% A(V) =—E(&)
(1.80)

Festlegung der Randbedingungen:
1. Dirichlet-RB: wihle Gp (7, 7) = 0 fir 2 € A(V)

1 - -
= (7)) = e /d?’f’ p(Z)Gp(Z, ") — yy j{ dA" (" \V'Gp(Z, 1),
v A(V)

(1.81)

wobei p(7) und @ (") vorgegeben sind.
2. Neumann-RB: wihle ;2,G(Z, ) = —ﬁ‘;), A(V') = Oberfliche von V' (0 ist

nicht moglich, da
fay VC@E VA = [, PTNG(E,T) = —Ar [, &*F §(F~ ) = ~4r)
1 1 —, —
= (%) = Trel /dgf’ Gn(Z,2)p(T') — yy ]{ dA' Gn(2,7)VE(Z') + ® 4
v A(V)

(1.82)
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1. Elektrostatik

=

wobei p(z”) in V und E(&) auf A(V) vorgegeben sind, und
Py = ﬁ + Jaq) @(&") dA’ eine Konstante ist.

Symmetrie von G(Z, ¥/)

Beh: G(7,y) = G(y, ¥) kann durch geeignete Wahl von G erreicht werden.
Beweis:

2. Green’sches Theorem fiir ¢(Z') = G(&, ") und ¥(7') = G(y, 2):

/ $B7 | G(7,7) NG, 7) -G, 7) NG(Z, T)
——

N——
—Ars(G—7) =—4n§(Z—7")
A7 = = d = o - 0 = =
AV) SOMCDRE _ A furNRB 0 P RE L A(V) fir N-RB
= —4m [G(fa g) - G( _)7 fﬂ
= Gp(Z,y) — Gp(y,7) = 0 automatisch erfiillt
4
= —4n [Gn(@,9) - On(5.0)] = — (7;/) f dA'G (7,7 — f dA'G (7, 7
A(V) A(V)
(1.83)
— Umdefinition:
_ 1
G @.1) = Gy (&) = 7 74 Gn (7, 7)dA (1.84)
A(V)
— Gy ist ebenfalls Green’sche Funktion mit N-RB:
AyGN(f, y) = AGN(Z,y) = —4md (X — 7)),
0 — 0
—GN(Z. 7)) = —GN(Z,7) = =47 /A(V). .
B O (1) = 5, -Gn(7.5) = 4 /A(V) (1.85)
= §N(5a g) = aN(gv f)
Ansatz zur Berechnung von G:
GEF) = — 4 F(7,7) (1.86)
’ o ’ '
— AN'F(z,7) =0, da A’ﬁ = —4né(Z,7"), d.h. F erfullt die Laplace-Gleichung

fir 7,27 € V.
= Randwerproblem der Poisson-Gleichung mit bel. p(Z) und bel. RB wurde reduziert

28
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1. Elektrostatik

auf Randwertproblem der Laplace-Gl. fiir (7, 2’) mit festen RB, z.B. Fp(7,2) =
—1jz—z| fir &’ € A(V).

Bedeutung der Terme:

Betrachte ,,homogene RB “, d.h. ¢ = 0 (Dirichlet) oder g—z = (0 (Neumann)

Dann gilt:

1 0, D-RB
— —f — = —/
o(7) = P GED)(E) + =
4meg ¢4, N-RB,
\%
1 p(T' 1 0
= 5 d*7 H/( )q +7 &7 p(F)F (2, 7)+{ = (1.87)
€ |7’ — Z| €y b4
\%
Potential, das be;% durch p(Z’) lo- Potential einer T:adungsverteilung
kalisiert in & € V erzeugt wird. auBerhalb von V' (da AF(Z, ') =

0in V), die die RB fiir ¢ garantiert.
D.h. jede Ladung p(7’)d3# mit 7 € V hat ein Gegenstiick auBerhalb von V/, dessen
Potential in & durch ﬁ p(Z)dPT F(Z,7') gegeben ist.

= Konstruktion von G (&, ¥) durch Bildladungen aufierhalb von V' méglich (bei ein-
fachen Geometrien!)

Beispiele zur Methode der Bildladungen:

KN
Q

77 7

(fiktive Bildladung)

Abbildung 1.16: Punktladung g an der Stelle @ = (ay,az, as), die Ebene mit z3 = 0 liefert eine
Dirichlet-RB: ¢(xz3 = 0) =0
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1. Elektrostatik

1. Punktladung iiber geerdeter Leiterplatte:

a1
Ladungsdichte: p(Z) = ¢6(Z — d@), d= | as
as
~ A al
Bildladungsdichte: p/(¥) = —qd(¥ — @), a= | a |,
d.h.
p(T) =—¢6(F—a), = o
—T3 (1.88)
= —qi(Z — a)
= p(7)
1 1 — —
@) =L |~ |, E=-Vg, .. (1.89)
dmey |7 —d| |7 —a)

2. Ladungsverteilung iiber einer geerdeten Leiterplatte:

Abbildung 1.17: Ladungsverteilung p(Z) im Volumen V iiber einer geerdeten Leiterplatte, die Ebene
mit z3 = 0 liefert wieder die Dirichlet-RB: ¢(x3 = 0) =0

Aus (1) folgt (Zerlegung in Teilladungen p(7)d>7"):
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1. Elektrostatik

Bildladungsverteilung: p’ (3?) = —p(7)

—_——
[ gsq 2@
_—Jd%v |;7%/\
1 1 1
= /vd?’i-’l — - 2 p<_’/)7
4reg T— 2 17— 7|
%4 ——
I =1/|5- |
(1.90)
E=-V¢
1 - 1 - 1
:——/d?’f’p(f’) Vg — =
A€ |z — 2| [ (1.91)
v Y
=P =I5
/d:,ﬁ, ) i—7 i— 7
= T p(Z -
dreg P [ LR g 4t
v
E-Feld auf Leiterplatte: x5 =0 = = &, |7 — #| = |7 — @] = |7 — 7|
. 1 4 .
B(zs = 0) = #y ) (—f’ n f’)
A7reg |Z— 23
Vv ﬁ—/
0
:(72(;3) :—227%53 (1.92)
= / =2
__ % / &3 ai?’p—(f) 1 Leiterplatte
713
27e T — 2|

— Ladungsdichte auf Leiterplatte: 0 = ey E3(75 = 0) = o= [ 37 ~eap(@)
v
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1. Elektrostatik

— Gesamtladung:

1 = . 1
(Leiterplatte — / dAo = 2_/ " (= / /) / dA m
v

x1—x2—Ebene

cos
Lege Koordinatensystem so, dass 1’ ( und 7 =r | singp
0

2m 00
1
=3 &7 (—x g)p(f/)/dgo /drr r? 4 al2) 32
m

0 0

-~
[e')

—(r2+4al?)=1/2
0

=|zf|~1=1/z}, £3>0

- [ @ o

= —(ges = (Bild
(1.93)
Green’sche Funktion (folgt aus ¢ oben!) :
o 1 1 o, 1 L
Gp(Z,7') = — - , F(2,7) = —— = F(Z,%) (1.94)
B 1z — 2| 1z — 7|

Zur Losung des Dirichlet-Problems wird -2, G (#, ') mit & € A(V') benétigt,

d.h. W =..= 023 (n auf A(V) Zelgt nach unten!)

0Gp , 0 Th — X3 XTh — X3 —2x3
AN _ 3 _ s _ '
on’ 7 ol p(#F) =0 |7 — 73 |7 — 7|3 la4=0 C|E -3
(1.95)

1 1 x3

= ¢(7) = &7 p(#)Gp(Z,7) + — | dA ¢(F7) ==~ (196

o) = o [ @7 o )Gol@ )+ 5 [ aa @) s 196)
|4 T1T2
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1. Elektrostatik

3. Punktladung iiber geerdeter Leiterkugel

bl

1]

0=0

Abbildung 1.18:

Ladung: ¢ bei @ = (0,0,a)”
Ansatz fiir Bildladung: ¢’ bei @ = (0,0,a’)

1 , cos @ sin @
(%) = ﬁq_» + ﬁqﬁ , T=r|sinpsinf | =re,.
Areg | |Z—ad| |7 —d|
cos 6

33
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1. Elektrostatik
!
RB: 0 = ¢(7 = Reé,)
— — — — q /!
& |Ré, — d| = |Re, — d| (——,), qq’ < 0.
q

2
— — — —) q
= (Ré, — @)* = (Ré, — a’)2p
2
R? +a* — 2Racosf = (R* + a’* — 2Rd’ cos 8)% V cos 0
q

2 2
! q to,q 1.98
:>R2+a2:(R2+a/2)W, a:a’.qT2 (1.98)
RQ
ad=—V d=a
a S——
nicht akzeptabel
a R? R
=% =—¢"=—5¢" ¢ =-—¢q dags <0
a a a
. 1 [ ¢ Rja-q
= = -
0= e Fod T (]
i ~1/2
- R R R?
-1 (T2+a2—27"acosé’) vz _ 2t r? 4+ — —2r—cos#f
47eg a a? a
) (1.99)
4. Ladungsverteilung iiber einer geerdeten Leiterkugel:
— Umschreibung des Ergebnisses fiir Punktladung aus 3):
in 3) gilt: p(Z') = ¢6(7 — a) (1.100)
1 1 R/q
— — d3 —/ —/ o
4(7) / ) e\ Tma T e
|4 \_‘,:/ T
SlET e (1.101)

Elimination von a aus [....]

ﬁ 1 IV 1 Bz
) = o [ €T |~

 4meg -7 |7 - G|

gilt fiir beliebige Ladungsverteilung auBlerhalb der Kugel auf Grund des Super-
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1. Elektrostatik

positionsprinzips!
Jr—y R . . B
:>F(x7x/>: |x/‘ ’x_(R/ ) _‘,|7 I:Ter, /:T/e_,lr
_ |l’| |ZE| | €, — | |R|2/| _,,|7 ’Y:A(é)r,é:n), COS")/:é'r é”r
Z| |7 T
R

o 1/2
713 (1+ oz — 2 cos7)

|Z] |

= F(Z,7), Symmetrle!

_ R
2] - |7 — ~|2 |
___r
B |Tr/é:" - R2€r’
(1.102)
Somit:
1
Gp(Z,7) = =——= + F(Z,7) =
|7 = (1.103)

(7’2 42 oyt Cosy)_l/g _ R( 2,12 L R4 _ 9R2 cosy)_l/Q_

Zur Losung des Dirichlet-Problems wird die Normalenableitung -2 G p(Z, &)

mit ' € A(V') benétigt, d.h. %... = —% (17 auf A(V) zeigt nach innen!):
r"=R
2 .2 —
% p(%, ) Y p T T R 7 ! (7’2 +R? — 2chosy> i
I .. 1 . R(R? —1?)
d3 4 NG : AN f/dﬂ/ 4
= 0() = o [ 7 @ )Go@ ) - 4 [ d o) RN Se—
= allgem. Losung des Dirichlet-Problems
(1.104)
E-Feld bzw. Ladungsdichte o auf der Kugel bei ¢(|Z| = R) = 0 (geerdet):
0 1 1
o=¢kE, = —¢ a—f e T &7 p(7)(R* — 7“'2)E(7"'2 + R? — 2Ry’ cos ) /2
%
(1.105)
= Gesamtladung auf Kugel = Gesamtbildladung:
Thos = / dQR*c
= ... (1.106)

. R
~ [@7p@) & = el < el

Vv ~—
<1
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1. Elektrostatik
1.6 Losung der Laplace-Gleichung durch Separa-
tion der Variablen

Ziel:
Verfahren zur Losung der Laplace-Gleichung mit D-RB bzw. N-RB A® = 0

Laplace-Operator in verschiedenen Koordinaten:

3
e Kkartesisch: A = > 92,
i=1

e spirisch: A = 2021 + =0y sin 00 + =—— a0
e zylindrisch: A = 92 + %Gp + 5502 + 02,

— Typische Form: A = f(n,()D(&) + D(n, (), wobei D(&) ein Differentialoperator
abhingig von ¢ ist, bzw. D(n, () von n und (.

— Separationsansatz fiir spezielle Losung von A® = 0 :
(&, n,¢) = (&) - ¥(n, Q). (1.107)

= 0=A® = [f(n,¢)D(€) + D(n, )] 6(§)d(n,
) -

¢)
= (0, Q¢ (n,¢) - D(E)e(&) + ( D(n, ()e(n, <)

D©HE) _ D) 1, _ (1.108)
08  Jmoumo)
Funkti?)g von & Funktlon von 1,¢

- D D(E)6(E) = Ao(€) (1.109)

Eigenwertproblem des Differentialoperators D(&)! Durch Anpassung der Koor-
dinaten an die Geometrie des Problems driicken sich die Randbedingungen oft
durch Randwerte in ¢(§) bzw. ¢'(£) aus bei £ = a, £ = b.

2) D(n, Ov(n,¢) = =Af(n,Q)b(n,€) (1.110)

fiir feste X aus 1)!
— evtl. weitere Separation der Variablen 7, ¢
— wiederum ein Eigenwertproblem sowie eine gewohnliche DGL

Beispiel: A® = 0in,,Box “0 < z; < q;
Randbedingung: & () = f(x1,x3), sonst & = 0 auf restlichem Rand (allgemei-

ner Fall fiir Vorgegebeness @ auf Rand durch Superposition + Substitution)
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1. Elektrostatik

L 4

Abbildung 1.19: Box mit Kantenléingen a;

Ansatz: O(F) = ¢1(21) - da(x2) - P3(3)

= 0= A0 = ¢ (21)d2(w2)P3(23) + O1(21) Py (22)P3(3) + d1(w1)Pa(22) P53 (w3)

_ () n e n ¢3(3)
¢1(71) P2 (2) P3(3)
——— —— ——

=:c1=const =:co=const. =:c3=const.

<0 mit ¢ 4 ¢o + ¢35 = 0

o k=1,2: ¢| = cx¢, mit Randbedingung ¢5(0) = ¢p(ax) =0

— Losung:
. Ty
gb,(cn’“)(xk) = sin (nmr—) , o np =123, ...
g
7r2n2
d.h. Ck —_— a2k
k
. Y/ n%ﬂ'z 77/371'2
o k=3:¢3 =303, c3=—c1 —Ca= -+ =2 > 0 vorgegeben.
1 2

#3(0) =0, ¢3(az) wird spiter angepasst.
— Losungsansatz: ¢3(z3) = e¥ — k* = ¢3, k= £./c3

#3(0) = 0 = ¢3(x3) x (e\/@”3 - e_\/cgz”"’) = 2sinh(y/c3x3)

= Allgemeine Losung:

oo o0

@) = 3% Auy a0 (@1)05 (02) 5" (5)

ni=1ng=1
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1. Elektrostatik

Randbedingung bei x5 = ag :

f(w1,29) Z ZAmn2 ) (2)65) ()™ (as) (1.115)

ni=1ns2=1

— zweifache Fourier-Reihe in 21, x5
Benutze Orthogonalitiit der Losungen ¢,§") (), k=1,2:

ag

[ e 6 @) -

0

Qg

?&Lm (1.116)

Randbedingung bei x3 = as:

flarws) = 37 Ay o™ (@)l (22)05" "™ (as)

ni,ne
A X as as (1.117)
> Amme = / day [ dos )™ (21)05 ()
a2 ") (a)

0

Resumé: 2 Eigenwertgleichungen (fiir ¢1, ¢), 1 gewohnliche DGL (fiir ¢3). Allge-
meine Losung durch Superposition der speziellen Losungen, wobei die Allgemeinheit
(bel. f(x1,22)) durch Vollstandigkeit des Systems ¢\ (z1)¢" (x5) gesichert ist.

Math. Exkurs zum Eigenwertproblem von Differentialopera-
toren

In der Physik sind derartige EW-Probleme typischer Weise vom Sturm-Liouville-Typ:
DGL:

d d
—— p(m)—y +qx)y =Aw(z)y, —co<a<xz<b< oo, (1.118)
dx \V/dl’ N
>0 >0

wobei A der gesuchte Eigenwert und y die gesuchte Eigenfunktion y(x) aus L?([a, b])
(= Hilbert-Raum der auf [a, b] quadratintegrablen Funktionen), und p, ¢, w seien reelle
Funktionen.

RB: 2 unabhingige (homogene) Linearkombinationen:

ary(a) + any'(a) = 8 (a1, a2) # (0,0), (1.119)

Bry(b) + Bay'(b) = 0, (B1,B2) # (0,0).

e alternativ fiir p(a) = p(b): y und y periodisch forsetzbar, d.h. y(a) = y(b),
y'(a) = y'(b).
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1. Elektrostatik

Eigenschaften der Losungen:
e Figenwerte: \; < Ay < A3 < ... —>00,\, €R

e Eigenfunktionen: zu jedem \,, gehort genau ein unabh. y,, (), wobei

b
o) = [ A w (@) @) =, (1120
N——

Skalarprodukt a

d.h. {y,} ist Orthogonalsystem.

e {y,} ist vollstindig, d.h. jede Funktion in L*([a, b]) ist (im Mittel) darstellbar
durch:

b
f) = Y canl), n= (o) = [ dwwlon(@) fla), (112D
n=1 w
d.h. es gilt die Vollstindigkeitsrelation:

Zyn(x)yn(z)*w(z) =0(z — 2) (1.122)

Beispiel von oben:

—y" =Xy, dh. p(z)=w(x)=1, ¢(x) =0, a=0, y(a)=y(b) =0,

2 2,2
Yn(x) = \/;sin (mr%) , Ap = nb—j, n=123,..

(1.123)

(1.124)

Beweis der Aussagen — Funktionsanalysis
Teilbeweis: (Aspekte, die analog zur Linearen Algebra sind)

e Umschreibung der DGL:

Dy(z) = A\y(x), wobei D := ! {—ip(av)i + q(:c)} (1.125)
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1. Elektrostatik

e D ist symmetrisch (hermitesch), d.h. (f, Dg) = (Df, g)Vf,g,dh. D = D™

b b
d . d
(1.09) = [ dew(e)f(@) Doto) = [ dn fta)” |- pto) 1+ )] ate)
! ’ (1.126)
Nebenrechnung:
d d d [, d df*\ dg
-/ P39 T T {f p@g] + <dx)p%- (1.127)
b
.00 = [ o [T 4 popaigto)| - 1m0
nochmalige partielle Integration:
B df*(x) ; dg(z)\ |
- (Df.9) +\( Diiargto) - 5w L) |
=0 Iagh RB
(1.128)
e \cR:
Sei Dy = Ay mit (y,y) =1
= A=(y.Dy) = (Dy.y)" = (y,Dy)" =X (1.129)

Zur Eindeutigkeit: Seien y(z) und y(x) beide Losungen zur DGL Dy = Ay,
Dy = \y.

— Durch Umskalierung und der RB bei x = « kann immer erreicht werden,
dass

y(a) =7y(a), y'(a)=7(a) (1.130)
= y(x) = y(z) nach Eindeutigkeitssatz zu linearen DGL 2. Ordnung
e Orthogonalitit:
A (Yns Ym) = Uns DY) = (DY, Ym) = A5 s Ym) = AU Yom)
(1.131)
dh A=) WUy Um) = 0= (Un, Um) =0 (VA # An)
= 0BdA: (Yn, YUm) = Onm-
e Entwicklung von Funktionen: (Konvergenzverhalten nicht-trivial!)
= Z CmYm () sei angenommen.
(1.132)

Wns ) =D (Uns Ym)m = Y Cmm =
m=1

m=1
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Verallgemeinerung:

e Falls a — —oo V b — oo oder p, ¢, w singulér, kann der Bereich fiir \ kontinu-
ierliche Teile enthalten und y,(z) ist meist nicht mehr normierbar.

e Singulire Randstellen: p(a) = 0 oder p(b) = 0.

— Geeignete Randbedingungen sind dann z.B.: y(a) = endlich, p(x)y'(z) — 0

(analog fiir b).

Beispiel:
Fourier-Reihe und Fourier-Integral
DGL:

Tr—a

Y+ k=0, —of2 <z <afy (1.133)
RB: y(—9/2) = y(¢/2), y'(—%/2) = y'(+/2) Periodizitit!
Losung:
) ) . ) 2
y(x) — ezk:{:7 6—zka/2 ; 67,ka/27 d.h.lea =1=%k= _7T n, n= 07 :|:17 :|:27
a
(1.134)
Was passiert bei a — 00?
a < oo: 4 oo

o k=2m%, n € Z(diskret)

2minx

o yp(z) =€
a/2
e (f,9) =f/2 dz f(z)*g(z)

b (yna ym) = a5nm

« f@) =L Y fupala),

T a/2 -
—a/2

Q=

> (@)l = ol —a)

k € R (kontinuierlich)

o y(z)=¢€

(F.9)= ] da f(@)g(a)

(yk, yk’) = 271'(5(]{7 — ]f/)
o f@) =% [ dkfRet,

Fb) = (e f) = [ do e (o)

o L [ dke*) = §(z — o)

1.7 Randwertproblem mit Zylindersmmetrie (= Dreh-
symmetrie um feste Achse)

Wiihle x3-Achse als Symmetrieachse!
— keine (p-Abhingigkeit in Polarkoordinaten
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1. Elektrostatik

Laplace-Gleichungen und Separationsansatz

1 1 1
= AP = [-9? i — 0% @ 1.1
0 Tar + > Sineag sin 00y + o ea@ (r,0) (1.135)
—0
Ansatz: U
o(r, 0) = ir)ﬁ(e) (1.136)
— 18?7“ (U(T)) P(6) + 5@ Dy sin B0y P(6) = 0,
r r r3sin 6 (L137)
7“2 69 51n98915(6) ! '
PU(r) = ———————= = const =: L({ +1).
Ur) " (r) sin 0P () ( )
(1) EW-Gleichung fiir P(6) :
S,l 7o sin 0dgP(0) + £(L +1)P(0) = 0 (1.138)
11
Umparametrisierung: = := cosf,dg = & = % . L = —sing-L.

= 4 sin® ¢ iP(zc) +/4(0+1)P(x) =0, P(x)= P(cost)= P(0).

dz t?/-; dx
(1.139)
(gewohnliche Legendre’sche DGL)
— Suche allgemeine Losung, die fiir —1 < z < 41 reguldr ist!
— Festlegung der ¢-Werte mit Losungen Py(z).
(2) Radialgleichung:
r2U"(r) — (L +1)U(r) = 0 (1.140)

— lineare gewohnliche DGL. 2. Ordnung mit 2 linear unabhéngigen Losungen
(z.B. durch Ansatz: u(r) = r®):

Uy(r) =", Uy(r) =r7" (1.141)

Legendre-Polynome als Losung von Gl. (1.139):
Potenzreihen(PR)-Ansatz:

P(z) =) ap", (1.142)
n=0
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1. Elektrostatik

da P(z) in Umgebung von x = 0 regulér sein muss. Um GI. (1.139) zu erfiillen, muss
gelten:

d 2 . n—1 G n __
dx(l—a:)nzoanmc —1—6(6—1—1);:0%% =0,
Z;annn—l Z%ann (n+1)x" +€(€+1)2)anx =0. (1.143)

-~

= 3 amaa(mt2)(mi1)em

m=0
PR = eindeutig. = 0 = Alle Koeffizienten zu z" = 0.
0=ap2(n+2)(n+1)+a,(—n(n+1)+ 0L+ 1)),
1) —l(+1 1.144
nnt D) = U0 D) b (ap, a) = frei wahtbar, P
(n+1)(n+2)

— 2 linear unabhéngige Losungen:

Ap42 =

o P (1) aus (ag, a;) = (1,0),

o PCI (1) aus (ag,a;) = (0, 1).
Konvergenzverhalten gemiB der a,, fiir n — oo:

e Konvergenz fiir |z| < 1,

e lim P(even/odd) = +00,
r—+1

e lim P(even/odd) = +00,
rz——1

z.B. nach Kriterium von Gaufl bzw. Raabe

= keine Linearkombination von PV und P49 ist endlich(=regulir) auf ganz
[—1,1]!

Ausweg:

Die Reihe muss abbrechen! D.h. 3n € Ny, sodass n(n+1) —€¢({+1) = 0. = ¢ € Ny.
Fiir jedes ¢ € N existiert genau ein Polynom P;(x) von Grad /, das eine akzeptable
Losung von Gl. (1.139) liefert.

Beh:

Pi(z) = o — (2 = 1)* (1.145)

(Rodrigues’-Formel)
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1. Elektrostatik

Beweis:

e Obige Uberlegung zeigt fiir £ € Ny :
Gl. (1.139) hat eine polynomiale Losung, sowie eine Losung, die fiir || — 1
divergiert. Also ist P»(z) bis auf Normierung eindeutig.

e Nachweis, dass P(z) die Gl. (1.139) erfiillt:

Allgemein gilt, dass

d! Ny .
(=, | M. (1.146)
n=0
Weiter ist 4
(1— gcz)d—(gg2 — 1) 4 20x(2® — 1) = 0. (1.147)
T
Wendet man nun dd—;é an, so erhalt man, dass

d€+1 / dﬁ
(1 — sz)m(ﬂﬁz — 1)£ — 2 (1> w(l’Q — 1)£

AN ¢ o, ¢

(1.148)
¢\ d! 9 ’
) d£+1 ) ;
= nach Anwendung von ﬁ% erhilt man Gl. (1.139)!
O
Eigenschaften der Py(x):
o Py(z) =1, Pi(z) =z, Py(z) =35(32% — 1), Ps(x) = 3(52° — 3z), ....
o Py(1) =1,
o Pi(—x)=(-1)Pi(a),
e Orthogonalitit:
1
2
dx Py(x) Py = ——— . 1.14
/‘xe@)e@) T O (1.149)
-1

(Nachweis analog zum allgemeinen SL-Problem, Vorfaktoren explizit ausrech-
nen.)
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1. Elektrostatik

o {P)(x)}2, = vollstindiges Funktionensystem fiir = € [—1, 1]
(SL-Eigenfunktionensystem, aber auch klar, da {z}°, vollstindig).

o Erzeugende Funktion :

1 -
=) Pa)t', |t| < 1. 1.150
V1=2xt+* = (o)t 1 ( )

(Beweis spiiter!)
e Verschiedene Rekursionen (DGL, Rodrigues, Erz. Funktion), z.B.:

(22 = 1)P) = (( + 1)[Pry1 — 2P,
(2* = )Py = (0 + 1)[aPr1 — P, (1.151)
etc...

Allgemeine Losung der Randwertaufgabe (RWA) mit Zylindersymmetrie:

B(r,0) = (AM v Bgr—f—l) Py(cos ), (1.152)
=0
dabei sind A, und By freie Konstanten, die durch die RB des phys. Problems festgelegt
werden. Die Terme mit A, sind reguldr bei » — 0, die mit By bei r — oo.
Relevanter Bereich fiir r: a < r < b. Falls a = 0, so folgt B, = 0V/ € Ny, falls
b = oo, so folgt Ay = 0,V¢ € N. = Falls a = 0, b = 00, so folgt & = const = A.

Folgerung: Falls ®(r,# = 0) (Potential auf d. Symmetrieachse), also

O(r,0 =0) =Y (A’ + Br™) (1.153)
=0
als Reihe bekannt ist (d.h. Kenntnis von A, und By), dann kann ®(r, ) vollstindig
erschlossen werden.

Anwendung: Punktladung

Betrachte Punktladung auf der x3-Achse am Punkt @ und einen Punkt 7 im Raum mit
Winkel zur z3-Achse 6.

Losung bekannt:

. 1
€T = =
deg | —d|  Amey (22 — 2a7 + a?)'/?
(1.154)
_ 4 1
Ameg /12 + a2 — 2ar cos O
Allgemein:
d(r,0) = Z <AM + Bgr—‘—l) : (1.155)

£=0
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1. Elektrostatik

Betrachte Losung fiir Punktladung auf x3-Achse (d.h. 6 = 0):

dreg | = 1 >a,
L1y (o (1.156)
_ q . al—+- a = a/
o0 a ¢ o0 - —r—1 )
o e =1 (9) =12 ()
=0 =0
Iy (%)E Py(cosb), a>r,
= 0(rf) =4 2D (1.157)
Ameo L5 (%) Pcost), a<r
— Beweis fiir Erzeugende Funktion der Py(x) durcha = lundr = ¢, || < 1
Beispiel: Leitende Kugel im homogenen duf3eren E-Feld
X2
Xp

Abbildung 1.20: Die x3-Achse wird auf Grund der Symmetrie des Problems in Richtung des duBe-
ren Feldes gelegt.

Randbedingungen:

(1) Potential in Kugel:
O(r < a,cosb) = ¢y = const. (1.158)
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(2) Verhilten fiir » — oo:

E=_Vd o Ey = Eyé.. (1.159)
Somit:
O(r,0) e —FEyrs = —Egr cosf . (1.160)
=Pi(cos0)
Allgemeiner Ansatz:
0) = (Ap’ + Br"")Py(cos ). (1.161)
=0

Wegen (2) gilt: O(r, 9) e —FEgrPy(cos ).
= A = —E, Ag—O W;«él

Erginzung:
Soll &(r,0) — y(0) gelten,
T—00

1

/ d cos(8) Py(cos0)Dy(0 Z Apr? / dcos @ Pp(cosf)Py(cosb),

-1 -1
=571 0ee!
20+11 h
Ag= Ll d cos 0 Py(cos 0)Dy(0).
2 ot

“1

Aus (2) folgt:
o(r,0) = Z Byr~""'Py(cos ) — E1rPi(cosf). (1.162)

=0

Aus (1) folgt:
Z Bya""'Py(cos 0) — FEyaPy(cosf) < Dy Py(cos ) (1.163)

Somit ist fiir ¢ = 0: By = a®o und fiir { = 1: 0 = Bya=? — Eya. By = 0V > 1.

= By = (bg(l, B, = an B,=0 Ve > 1 (1164)
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1. Elektrostatik

3

= ®(r,0) = —Fgrcosf -+ (IJOg + Ega—2 cos 0
—— r r
~~ N———
;llorgegebenes, Feld der Ge- Dipolfeld der In-
. omogenes, samtladung fluenzladungen (1.165)
duBeres Feld
auf der Kugel
bei isotroper
Verteilung

E-Feld auf Kugeloberfliche:

E=-Vo =—1¢ —€é —e )
v r=a (erar + 7”6966 + r Sinﬁevap) r=a
3 1 3
=—¢,| —Eycosl — @02 - 2E0a— cosl | — —ép | Egrsind — an— sin @
r? r3 r 72 r=a
. Py "
=é, | 3Fycosf + — | L Kugeloberfliche.
a
(1.166)
Flidchenladungsdichte:
)
o =cE,| =e-3Eycos+ -2, (1.167)
r=a a
Gesamtladung der Kugel:
qg=ad’ / dQ) o = 4mwenDoa. (1.168)
1.8 Randwertproblem in Kugelkoordinaten
Laplace-Gleichung (Kugelkoordinaten):
0=Ad 162+ 1a'ea+ 162<I>(9) (1.169)
— — — T S1n T . .
o r2sinf? O r24ing ¥ ek
Separationsansatz:
U .
o = y) - P(0)Q(). (1.170)
Einsetzen in A® = 0, durchmultilizieren mit U’g ok
U// 1 - 1 "
= r2— + = Oy sin 00y P + — Q— =0
U Psind sin® 0 Q
—~ ~~
('Funktlon von r) (Funktion von ¢) (1.171)
= const. ; const =: —m2

-~

(Funktion von §) = const. = —((l+1)
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1. Elektrostatik

Wir erhalten somit 3 Gleichungen fiir U, P,Q:

1)  Q"+m’Q=0, Q(p) =Q(p+2m).

= Q) =1 (m=0)V cos(mey) Vsin(my), m=1,2,3....

Eleganter: '
Qm(p) =e™?, m=0,4+1,£2 43, ...
2) Lag sin 00, P — m P=—0(t+1)P
sin 0 sin’ @ ~
mit den neuen Variablen x = cos 6, P(xz) = P(cosf) = P(0).

2

W) -

d d
— (1 —az)H—P
:>da:( x)dx +

(Verallgemeinerte Legendre-DGL)

(3) Radialgleichung:
r?U" — (0 + 1)U = 0.

= Uy(r) =r" Uy(r) =r~*

(wie im vorigen Abschnitt)

P =0.

(1.172)

(1.173)

(1.174)

(1.175)

(1.176)
(1.177)

1.8.1 Die zugeordneten Legendre-Funktionen als Losung von

Gl. (1.175)

1. Schritt: Abspaltung des Randverhaltens bei singuldren Punkten z = +1

T — +1:
1—2*)=1—-2)(1+z)~2(1—2x).
—DGL: p p )
m
2—(1—2)—P— ———P~0
dx( x)dx 2(1 —x)
d d m?
s1l—-z2)—1—-2)—P~—P
( x)dx( z)dx 4
— Ansatz:
2
P:(l—x)“%az(l—x)a;mT(l—x)o‘, a:i%
— Pw(l—m)'mw.
Losung zu o = —“;‘—l ist nicht quadratintegrabel fiir m # 0!

x — —1 analog:
P~ (1+a2)mi2,
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1. Elektrostatik

2. Schritt:
Ansatz:
P) = (1— 222 P(a), (1.183)
P(x) soll regulr sein in [—1, 1] — DGL fiir P(z):
d

d — — —
— JR— 2 JE— J— - —
dx<1 x >dxp 2lm|zP + (0(¢+ 1) — |m|(|m| + 1)) P = 0. (1.184)

3. Schritt: PR-Ansatz fiir P:

Plz) =) a,a" (1.185)
n=0

— analog zu F;:
(Im|+n)(m|+n+1)—L(l+1)

Apto = Gy * 1.186
2 (n+2)(n+1) (1.186)
— Reihe muss abbrechen, sonst keine regulidre Losung!
={=|m|+n,..n=0,1,2,3, ... fir festes |m| = 0,1,2, ...
bzw. m = —/{, ..., ¢ fiir festes { = 0,1, 2....
4. Schritt

Pm(x) - (_1)m(1 . xQ)m/2 o (:L'2 i 1)£ (1187)

EATT ot dzttm ’

(zugeordnete Legendre-Funktionen)
— Nachweis der DGL durch explizites Einsetzen analog zu P, (z); Nachweis der Ein-
deutigkeit (bis auf Normierung) ebenfalls analog:

o Ansatz dhnlich wie oben:

P(z) = (1 — 2% P(z) - (=1)™2° - 0. (1.188)
— Einsetzen in DGL liefert:
d d - A .
5(1 - :UQ)%P(.Q:) —2maP'(z) + [((0+ 1) —m(m +1)] P(z) = 0.
(1.189)
e Losung von Gl. (1.189) fiir m = —¢ durch P = (2% — 1)".
Verifikation:
d d d
%(1 — x2)%(a:2 — 1)+ %w%(mQ — D+ (L + 1) + (T +1)] (2* — 1)
= ali(—%x)(m2 — 1) 4222 (2* — D+ 20(2 - 1)
x
= 20t =1)" — (2@ =T) " + A2 =T) 4+ A —1) =0
(1.190)
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e Beweis von Gl. (1.189) durch Induktion m — m + 1:

dl+m

Sei Pj"(x) = L77(2® — 1)" eine Losung von GL. (1.189).
— Nachweis von P/"*!(z):

0= i [(1‘189)} , beachte:lf’gmﬂ(x) = ipzm(x)

dx dx
d d pm

- % {iﬂ—x:’)] ipf(x)+i<1—x2>@% (@)

Hm d - ; d .
—2mP;" (r) — meﬁpgm (z) + [€(€ +1) —m(m+ 1)} %Pg’m(l’)
d - d d . )
= —-2— Pm+1 —(1 - 2 _Pm+1 9 Pm+1
ey (:L")+dx( x)d:c M) — 2m Pt ()
—2ma P (2) 4+ [€(0+ 1) — m(m + 1)] P ()
- %(1 - ﬁ)%ﬁfﬂ(ﬂﬁ) —2(m + )P () — 2(m + VPl (2)
+ [6(6 +1) —m(m+ 1)] Pr(a)
- i — 2’ i Dt — Hpm+11
= (=) " (z) = 2(m + DB ()
= (1.189) fir P+ (x)!
(1.191)
U

Eigenschaften der P} (x):

o P)(z) = Py(z), P"(z) = (-1)™(1 — 2*)™/2LZPy(z), m > 0.

—m m (l—m)! pm
o P (w) = (1) P ()

miN _ (1 2\ml/2 (Polynom in -z
e Orthogonalitit:

+1
" mrn 2 (L4+m)
/dx PP@FY ) = gt (e (1.193)

-1

Kugelflichenfunktionen Yy,

20+1 (L—m)! im
Yim (0, ) ;:\/ i -<€+m)!Pg (cosB)e™ £=0,1,2,..., m=—L,—CL+1, ... +L.

(1.194)
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Eigenschaften:
e Explizit:
1
Yoo = ——,
00 i
3
Y1 = —y/— -sinfe’?,
8 -
x1+iTo
Yio = i cos b,
ZIS/T
1 /15
2=7\5- sin? 9e*? |
:x%—:t%-kjixlxg
/15 ,
Y51 = —y/ —sinf cosfe*?,
:(w1+i§2)rs
51
Yoo = \/4 2(3cos 0—1),
_323—1
=24
[ ]
Y, —m(ea 90) = (_l)mYVEM(ev 90)*7
[ ]
2 1
[ o [ dcost Yo .01 Vinl0.9) = Gu,
0 -1
[ ]

Zzyem 0V Yo (0,0) = 6(p — ¢')d(cos — cos ),

=0 m=—{
o Additionstheorem (Beweis siche Literatur):

¢
Py(cos)

= —

Richtung Z’ x

Allgemeine Losung der Laplace-Gleichung

00 Y4
O(r0,0)=> Y [Aemrf + Bgmr‘f‘l] Yim(0, ¢).

=0 m=—¢
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Die Konstanten Ay, und By, sind aus den Randbedingungen zu bestimmen.

1.9 Multipolentwicklung

Aufgabe:
Lose Poisson-/Laplace-Gleichung A = ;—Op fiir vorgegebenes p(Z), wobei Z € V' =beschrinkt
mitRB® — 0.
r—00
Abbildung 1.21:
3 = =z A -
47T€0 /d r=\Z|, r =7 (1.201)
v
1 2 /2 / —-1/2
——— = (r*+ 71" — 2rr’ cos )
|7 — 7|
1 "\ r’ s
=— |1+ (—> —2—cosvy , wobei t = r'/r < 1 fuir hinreichend grofie 7!
r r r
Erzeugende TFunktion der
Py(cos)
1N /!
= — Z (—) Py(cos7y), verwende Additionstheorem!
re\r

(1.202)
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1 AN P ‘
= o * *’ *’ — - Yo (0,0 ) Y (0,
(Z) 47T60/ r(r) 2£+1Zeé( O ) Yo (0, )
Vv m=-

(1.203)
mit
= [ T &y Vi85 (1.204)
%
(sphdrische Multipolmomente)
Qo—m = (—1)"q},- (1.205)
Zusammenhang mit kart. Koordinaten
Taylor-Entwicklung:
1 -\ 7 = ~
AN il - — _ /3
@ =35 (#- V) 1@ _ = 1O+ 910 Z s ax] (0) + O(al).
(1.206)
1
f(f/) _ |6_f/| _ (&’24—5:”2 Qd’f’) 1/2
~ 1.207)
1 ,a 1 , ., Baia; — |d]?0; 4 (
= == T3 Z s —————— + O .
CRSTTAE P DR A—re el
Anwendung auf |7 — #|7!,dh. @ =T, |d| = r:

= (I)($) /dS—»/ ,O( ) 1

deg |&— 2|

rd

7) |1 A B 31,2 + 126,

1,j=1

=3 (whal—(1/3)r2635 )

(1.208)
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wobei

> p(7') = Gesamtladung,

> p(F) (Bximi — 7 25ij) = el. Quadrupolmoment,

v

p= / &7 p(2) 7 = el. Dipolmoment,
v
V/

3
Qij = Qji» Tr{Q}=> Qu=0.

i=1

Zusammenhang mit gy, :

qoo =

5
ﬁ\.

(pl - ip?)a

] 3
qi0 = 47TP3>----

1 15 .
q22 = E %(Qn — Q2 — 22@12)a

1 /15 )
g1 = —g 8_7T<Q13 - ZQ23)7

1 /4r
Q20—§ EQ%’

i1 = —

e

Eigenschaften von Multipolmomenten:
® ¢y, hingen von Koordinatenursprung ab fiir £ > 0.
® (., ist translationsinvariant, falls g,,, = 0 fiir alle /' < /.

® (s, ist Tensor vom Rang ¢ (in sphirischer Darstellung),
z.B.: Koordinatendrehung:

1 X1
= |22 | =D |22 | =Dz
T3 x3
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1. Elektrostatik
(a: Schreibweise fiir Koordinatentupel, D: Drehmatrix , d.h. D! = D7)
=q=4q,

3
pi = Z Dijp;, p= Dp,
j=1 (1.213)

3
Qi = Z Dy DjeQue, Q= DQDT.

ke f=1

Beispiele: Anordnungen von Punktladungen

(1) 1 Ladung g am Ort a:
P =qd, (1.214)

Qi; = q (Baia; — a’y;) . (1.215)

(2) 2 Ladungen: +¢ und —g mit Verbindungsvektor a:

Qges = 07 (1216)
P =qd, (1.217)
Qi; # 0, falls p=0. (1.218)

(3) 4 Ladungen: Angeordnet im Quadrat, mit jew Abstand a, gleichnamige Ladun-
gen liegen auf einer Diagonalen, x;z9-Ebene liege in der Ebene des Quadrates:

9, | X2

|

+q'\T/°— o %

Abbildung 1.22: Tllustration zu Beispiel Nr. 3: Vier Punktladungen, angeordnet als Quadrat in der
x1-x2-Ebene mit Kantenlidnge a.

Qges = 0, (1219)
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p=0, (1.220)
4

Q;; = translationsinvariant = Z In (3x§”)x§") — 25ij> ,
n=1

Qu = Q= Q33 =0, Qi =3qa", Q3= Qa3 =0, (1.221)

= Q= 3qa2

O = O

1
0
0

o O O

(4) 4 Ladungen aus (3) gedreht: Anordnung wie zuvor, jedoch um 45° gedreht:

-9
* A
X2
-rq. .+q l¢2
A
[ ) X4
-9
X1

Abbildung 1.23: Tllustration zu Beispiel (4): Vier Punkladungen wie in Abb. 1.22, jedoch um 45°
gegen die Koordinatenachsen &1 und - gedreht.

1 1 1 0

t=Dx, D=—1]-1 1 0

AW V2
(1.222)

) 1 0 O

=Q=DQD" =3¢a®> |0 -1 0

0O 0 O

Test:

Qll =+q- 2(\/54)2 —4q (2(4/\/5)2 - (a/\/§)2> 2= 36](12, C?22 = —Qu,
(1.223)

Anwendung: Energie einer Ladungsverteilung im externen elektrischen Feld

Ladungsverteilung p(Z), V' im externen Feld E (Z), wobei E im Bereich V nur wenig
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1. Elektrostatik

—\ .

variiert. = Energie W von p(Z) im Feld E = —ﬁgb:

W — / Pip(#)(#) (1.224)

\%4

7 A
V
S
v

Abbildung 1.24: Ladungsverteilung im Volumen V, welches von einem externen E-Feld durchsetzt
wird.

Ursprung 0inV, Entwicklung:

_ L1 E;
= [ #70@ [00) - TED) - 5 3w, — 557050 +
Vv ]
a g 1 OE; -
= @0 - pEO) - 5> Quy, ()
Beitrag der Ge- Beitrag der Ori- N
samtladung entierung des Di- Orientierung des Qua-
pols bzgl. des E- drupols bzgl. der Inho-
Feldes mogenitit des E-Feldes

(1.225)
Beispiel: Wechselwirkungsenergie zweier Punktdipole

P _Pe—3e(pa-€) _ rPph — 3T(ph7)
o r3 a r5 (1.226)
= Feld, das von p5 bei ¥ erzeugt wird (p> im Ursprung!).
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1. Elektrostatik

r*(prpa) — 3(Pr) (Pa)
5
= Wechselwirkungsenergie von p; und ps

= Wiy =—-pi1Ey =

(1.227)

= W5 (Symmetrie!).

b 44

Abbildung 1.25: Zwei Punktdipole 5} und p> mit Verbindungsvektor 7.

1.10 Makroskopische Elektrostatik

Mikroskopische und makroskopische Felder

Abbildung 1.26: Einzelne mikroskopische Ladungsverbinde j (Atome, Cluster, Molekiile, ...) bei Z;
erzeugen ,,mikroskopisches Feld “. Das Fernfeld eines Verbandes ist charakterisiert
durch die Ladung ¢; und das Dipolmoment pj;.

e Mikroskopisch:

1 - 1
iV
Irey [|:z—xj| TP f|f—:zj|]

pmlkro( /) > I\ ]-
47r60 |7 — 2|

—»

mlkro .CL’

(1.228)

>

R
/

59



1. Elektrostatik

wobel Pmikro (') = Y ;40 (& — Z;) (eff. Ladungsdichte) und
Tmikro(Z) = > p;0(T" — @) (eff. Dipoldichte)
J

Aber: ¢k = uninteressant fiir makroskopische Phinomene (und in der Praxis
meist nicht berechenbar!)

Makroskopische Felder:
Relevante GroBen: Mittelungen (...) liber kleine Bereiche, die

— sehr viele mikroskopische Ladungstrager umfassen, und

— klein sind gegeniiber makroskopischen Ausdehnungen.

1
O(7) = (Puikeo (T)) = AV / d®f miro (T + 7)), AV (F) = kleines Volumen um Z
AV ()
1 - ) 1 pmikm(f/) - = 1
- d3 dS d ikro ! v/—
AV / Y / " e Lfﬂj— 7] T PV

AV ()

Substitution: ¥ = &’ + ¢

1 1 mikro v 7 - ) — —, 1
/dgf” /dggj |:p ) (x i y> + 7Tmil«:ro(m” + y) ) v// :|

" 4me, AV (Z) 7 — 2] 17— 2|
1 p(2") - - 1
— d3—»/l P =/ v//
4m0/ . Lf—f”] T PENV Tz

(1.229)
wobei: p(T) = {pmikro(T)) =mittlere Dichte der ,,freien Uberschussladungen *,
die nicht aus makroskopischen Verschiebungen stammen.

P(Z) = (Tmikeo(Z)) =mittlere Dipoldichte = ,,makroskpische Polarisation

Beachte:
Mittelung (P ikr0(Z)) liber Potential bei & wurde umgeschrieben in Mittelung
tiber felderzeugende Ladungen und Dipoldichte p und P bei 2"

Betrachtung von E:

E(Z) : = —V&(7)
= — V(P ritero (L)) (1.230)

= —<§(I)mikro<f)> - <Emikr0(f)>

=V x E =V %X (Enikro) = (V X Eniro) = 0. (1.231)
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1. Elektrostatik

V-E=-Ad
1 — - 1
— d3 4 |: = P = V” A
e [ @+ B 9] A
~—_——
——4n§(F—F")
— lp(f) L1 / P PE)V"5(7 — 1) (1.232)
€0 €0 e — :
=—V§(@—T")
1 — = 3/ —
= —p(¥)——- VP
€0 €0 N——
= _Ppol(f)’
Polarisations-
ladungsdichte
Also: 1 ]
VE = = (o(&) + ppo(#) = —pea(d). (1.233)
Pees =gesamte (tatsdchliche) Ladungsdichte.
Definition: Dielektrische Verschiebung
D:=e¢E+P (1.234)
= VD = p(Z) = Dichte der freien Uberschussladung. (1.235)

Randbedingungen an Grenzflichen
— Ableitung aus VxE=0undVD = p wie friither (siehe 2.)

= (51 — D ;) - i = o = Flichenladungsdichte der freien Uberschussladungen,
(1.236)
El = El,. (1.237)

Phinomenologische Parametrisierung von P:

P= materialabhéingige Funktion von E:

a) Eigentliche Dielektrika:

=0 E=*Q
=F=q 2T 1Q

Abbildung 1.27: Verschiebungspolarisation in mikroskopischen Ladungsverbinden
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1. Elektrostatik

P = ﬁ(E) = XEEOE + .. (1.238)

wobei man Y. als elektrische Suszeptibilitdit bezeichnet. Die nicht-linearen Ter-
me (...) sind bei nicht allzugroen £ vernachlédssigbar = lineare Medien:

—

D=ekE+P=(14x)ekE = e,E (1.239)
(e,: relative Dielektrizitditskonstante, typisch €, ~ 1 — 10)

Isotrope Dielektrika \. = Zahl.
Anisotrope Dielektrika y. = Tensor 2. Stufe.

b) Paraelektrika:
Polarisation durch Ausrichtung von permanenten Dipolen:

Xe = Xe(T') ~ 10 — 100. (1.240)
(T": Temperatur) Y. fillt typischerweise mit steigendem 7!

c) Ferroelektrika: .
Spontane Polarisation (y. > 100) moglich bei £/ = 0, falls 7' < T = kritische
Temperatur — Hysterese-Effekte, etc....

Im Folgenden werden wir nur lineare Medien nach a) und b) betrachten!

Beispiele:

(1) Punktladung im polarisierten Medium:

VD = () = ¢6(7)
=Y eoerﬁ) = e,VE (1.241)

T I 1C)

€o€r €o€r

= Punktladung wird abgeschirmt, gges = -

1 - -
= o(7) = 1 E=-Vo,.. (1.242)

- 4mene, ﬁ’

62



1. Elektrostatik

(2) Polarisierbare Halbraume mit Punktladung:

Abbildung 1.28: Zwei Halbrdume mit unterschiedlicher Polarisierbarkeit.

e Punktladung bei a: p(7) = ¢d(Z — a).

e Ansatz fiir Bildladungen: ¢’ bei —d und ¢” bei d.

— Ansatz fiir ®:

L ( ¢4 4
=\ __ ) 4meleo \ |Z—d| |Z+al )
@({L’) - I q’

Arelley |Z—al’

— Poisson-Gleichung erfiillt:

d.h.
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1. Elektrostatik

RB:
o Dt
0P 1 —q
D{:—6£€0— = T QQQZQQ 5
0wy Lz =0+ At (23 4 2% + a?)3/?
od 1 "
DT = —elleg— =—— q2a .
01 lay=0- 4 (a3 + 2% + a?)3/? (1.246)
1 a
— i _pll _ (_ / AN
=q¢" =q-4¢.
o El:
I o9 1 qr2 + 'y
E2 - _60_ — . b) ) 5
0o =0+  4dmeley (23 + 22 + a?)3/2
El _B_gb _ 1 ) q"
2 Oz loi=0-  4dmwelley (...)3/2
_ o (a+td ¢ 1 T2 Q‘i‘ql_eq{
> 0=8 -5 _( e Eel) dmey (L2 ¢ €l
(1.247)
[_ 11 I
P &G T & " o_ 267‘
=q ——67{+6£1q, q ——61{+6£1 - q. (1.248)
q 1 G-’ _1
B(7) = | T |Fa (i) lm} Coneh (1.249)
q 2, 1
== r1 < a.

drelley  el+ell  |7-al?

£l< g

Far> gL

Abbildung 1.29: Qualitative Darstellung der Feldlinien des E-Feldes einer Punktladung in einem
von zwei Halbridumen unterschiedlicher Polarisierbarkeit. Der linke Fall (¢! > ¢l)
entspricht fiir €£/ — co dem der Punktladung iiber einer Leiterplatte!

64



1. Elektrostatik

1.11 Feldenergiedichte in Medien

Erinnerung: ,,Vakuum *

W= % / B7F p(7)D(F)

€0 32 2
=— [ dTE
5 z
Jetzt: im polarisierbaren Medium =- Energieaufnahme im Medium durch Polarisation
Wir betrachten dazu eine Ladungserhohung im System p — p + dq
= Energieerhohung W — W + 6W

(1.250)

oW = / d*T ®(Z)0p(Z)
Nutzen wir nun, dass dp = 6(V.D) = V(6D), so erhalten wir:
SW = / 7 ®(Z)V(6D(Z))
= — / >z (ﬁ@)éﬁ fiir endlich ausgedehntes p; nach Gauly
- / &*7 E - 6D.

Fiir ein lineares Medium: D = ¢,¢0 .

= E§D = EoETE OE
1 —,
= 506 0(E?) (1.251)
1 — —
= ~§(E- D).
50(E- D)

1 — —
:>W:§/d3:)?E-D

1 (1.252)
= §€0€r/d3{f E2 = /d?’fwe](f)
Also ist die elektrische Energiedichte:
1o =
We = §E - D. (1.253)
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2. Magnetostatik

2.1 Elektrischer Strom

— Beschreibung von Ladungsbewegungen

fdff := Ladung, die pro Zeit durch die Flache dA tritt. (2.1)

j: Elektrische Stromdichte

Ladungserhaltung:
Elektrische Stromstéirke / Strom:

I= / dA 2.2)

A
I =Ladung, die pro Zeit durch die Oberflache A tritt. Fiir eine geschlossene Oberfliche
ist:
_ T d 32 () 3~ Op(7)
]—%dA'j——— dxp(x)——/da: Fr 2.3)

dt
A(V) % v

fiir ein konstantes Volumen.

Abbildung 2.1: Die Stromdichte j trit durch die Fliche A(V).
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2. Magnetostatik

- = 8,0
_ ) 32
:>0—7{dA j+/dl’8t

A(V) v 2.4)
Gauss: = /dgf 6;+ @
' ot
v
Da V' = beliebig:
a = —
8_5 + Vj = 0 (Kontinuitétsgleichung) (2.5
Stromfaden
— beliebig diinner Leiterfaden <> Gegenstiick zur Punktladung der E-Statik.
dl =t de, (2.6)
wobei  der normierte Tangentenvektor ist und d¢ das Lingenelement.
AA = / dA~TAA, d*T = dAdl 2.7

AA

A—_ Y
e 7d3

Abbildung 2.2: Faden ¢ mit Liangenelement d¢ welches durch eine kleine, ebene Querschnittsfliche
AA tritt.

Somit ist der Strom durch die Fliche A A:

Iz/fﬁz//ﬁmkﬂﬂAA 2.8)

AA AA
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2. Magnetostatik
/JM:/€M/QAM
¢ ¢ AA

::/d%j

AV (0)
Ohm’sches Gesetz:
In vielen Materialien gilt:
j=0k
o = const.

mit o als Leitfdhigkeit

d.h. o hingt nicht vom Feld ab!

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Abbildung 2.3: Vom Ort #; mit Potential ¢; zum Ort #; flieBt ein Strom I, hervorgerufen durch das

elektrische Feld E.

Fiir Leiterfaden: An den Orten 7, und %5 sei jeweils ein Potential ¢; bzw. ¢o, dazwi-

schen ein E-Feld. Dann ist die Spannung
2

U= ¢y — ¢y = /ME +/ME / 7l
ag

i) T

/EKAAU_I/) AAJ'

1
=:R Widerstand

Stationédre Strome / Ladungsverteilungen
— keine zeitliche Anderung von fund p trotz Ladungsfluss, d.h

9 - Jp
o =% a0
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2. Magnetostatik

S 0
= V- j=-2=0 (2.14)

Beachte: eine bewegte Punktladung liefert keinen statischen Strom:
p(Z) = qd(¥ — r(t)), 7(t) = Bahnkurve der Punktladung,

J(@) = qrs(# —7(1)).

(2.15)

2.2 Gesetze von Ampere und Biot-Savart

Experimentelle Grundlagen:

e Es gibt keine magnetischen Ladungen, d.h. keine magnetischen Monopole.
e Magnetische Felder werden von mg. Dipolen bzw. elektrischen Stromen erzeugt.

e Magnetische Felder gehorchen dem Superpositionsprinzip.

Quantitativ: Ampere’sches Gesetz (= Coulomb-Gesetz der E-Statik)
Betrachte zwei Leiterschleifen in denen die Strome [; bzw. I, flieBen.

Abbildung 2.4: Zwei Leisterschleifen in denen die Strome I; bzw. I, flieBen.

Die Kraft F75 von Leiterschleife 2 auf 1 ist gegeben durch:

= todi1o > (d@ X T13)
Fia = ir %%dgl X —= 3 (2.16)

7123
Cp Co
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2. Magnetostatik

wobei yip = 4m - 107735 =47 - 107722,

Zwei parallel hdngende Faden mit glelchgerichteten Stromen ziehen sich also an.

Uberpriifung von Actio=Reactio

dly x (dly x Tys) = (dly - T12)dly — (dly - dl5) Ty, (2.17)
7 7 — .1
e T Y (2.18)
‘1'12‘ |$1 —CC2| \371 —$2’

» LI
= Fip = F012 ]{fdél dzz - ]fd@fdel Vie——
4dm 12’ ’951_@‘

C1 Co
= 0 nach Stokes und
i VixVy=0. J
(2.19)
5 I I
Fly= Mo 142 j{j{ dﬁl dfg ‘512|3
o e 12 (2.20)
= F217 da 7 To1 — —.’L'12

Bemerkung: Die Kraft zwischen zwei geraden Leitern wird zur Einheitendefinition
[I] = 1A herangezogen und somit indirekt fiir [¢] = 1C.

Magnetische Flussdichte/ Induktion

Def:
magnetische Flussdichte,
g(f) _ ol j{ da’ x (f—f/) _ die vom Strom [ durch die
47 |7 — 2|3 Schleife C' erzeugt wird (d7’ =
¢ Stromrichtung)
116 . (7 —7) Verallgemeinerung auf allge- (2.21)
= — / 7 (7)) x ——=-~ = meine Stromverteilung in V
T o
v

durch Superposition

,,Biot-Savart’sches Gesetz*

= Kraft auf Leiterschleife C; bzw. Stromverteilung j; in V; die von einem externen
Feld B, () ausgeiibt wird (aus Fi5 oben!)

ﬁ12 =1 j{dzl X 52(51)

C1

= /d?’iﬁ J(@1) X Bs(#).

Vi

(2.22)
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2. Magnetostatik

Lorentz-Kraft:
Kraft, die auf eine bewegte Punktladung bei 7(t):

F=g [E(F) 7% é(f)}

- /d% [p(f)ﬁ(f) + (@) x E(f)} , (2.23)

Beachte: Magnetischer Anteil hat analoge Form zum Ampere’schen Gesetz, obwohl
Strom der Punktladung nicht stationdr. — Experimentelle Bestitigung!

2.3 Feldgleichungen

Verwende
o .1 . uo/gq,u, . -1
7 — 2 Fog o PO =g f ST IE) X Ve
I ) / Bz J(@) (2.24)
47 |7 — 2|
v
i)
= VB = 0, denn:
. . - (2.25)
VB =V(V x A) =0 (Quellfreiheit des B-Feldes)
Ferner gilt:
V x B(Z) =V x (V x A)
= V(VA) — AA
o | e [ s 2-n < 1 81 (o 1
VvV [d \% - [d A
i |7 [er (70 V525 ) - [e7ioa ()
v —_—— v
- o ——4nd(T—7)
SR / @7 (7 V) + 4ni(@)|
Am |z — 2|
i (2.26)
Nun ist jedoch:
, 1 -, [ (@) = 1
— / — v/ _ (vl >
TNV 77 (!f_ 7| D) FEr (2.27)

=0, Stationaritit von ;
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2. Magnetostatik

und somit
2
VxB=_Hvy S VA z( Z +1107 (Z)
47 |7 — 2|
\

Gaus 4y &~

= 0, wenn Oberflichenstrome = 0

(V grof} genug wihlen!)
also

V x B = o) ,,Ampere’sches Durchflutungsgesetz* (2.29)

— Integrale Form:
A C(A) A

wobei I 4 = Strom durch A ist.

Feldgleichungen:

VB =0

S 5 . (2.31)
V X B = pj

Frage: Ist B damit vollstindig und allgemein charakterisiert?

Mathematischer Exkurs: Helmholz-Zerlegung von Vektorfeldern

Ein Vektorfeld F (), das fiir |Z| — oo ,hinreichend schnell “gegen Null strebt, kann
in divergenz- und rotationsfreie Anteile zerlegt werden:

—

F(&) = Fy(&) + Fi(&), VxF=0, VF =0 (2.32)

Umgekehrt ist F (%) durch VF=VF,undV x F =V x F, eindeutig bestimt.

Beweis:

(=1

1) Existenz:
Def.:

. 1 - . F(# L
F(7): = —V x VX/ffTﬁ7 = VE, =0. (2.33)
A |7 — 2|

72



2. Magnetostatik

-,

Auswertung analog zu V x (V x A) oben:

Integration iiber = [ d*#’ liefert:

() = —EV/d?’f’ A (é(_xf)') 4L V/d?”’ M+ﬁ@)

(. /

=Oberﬂéc}rlenintegral
im Unendlichen
nach  Gaull’schem
Satz — 0 nach

=:—F(&),wobei VxFy=

Vorraussetzung
S L 5 (2.35)
= F' = F, + F, per Konstruktion.
2) Eindeutigkeit bei gegeb. VF und V xﬁF. L
Annahme: Sei VF1 VFQ undV X F1 V X Fy
— Zu zelgen Fl Fg bzw F = Fl F2 =0
Aus V X F—OfolgtF ngltAg—V
= [ @2 (T9 = [ @7 (T9)- (V)
1% 1%
=/d3f V- (g-Vg) - g(Ag)
——
v =0 (2.36)
o § A eV
A(V)
= ¢ dA-g-F =0,
A(V)
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2. Magnetostatik

wenn V' — R3, da Oberfliche selbst A(V) — oo und F(z) — 0 hinreichend

schnell.
= Vg=F=0. (2.37)
Folgerung:
VB =0undV x B = Moj zusammen mit RB B \“|_> 0 (hinreichend schnell)
Tr|—0o0

bestimmen B(Z) eindeutig!

2.4 \Vektorpotential
Aus der Helmholtz-Zerlegung folgt, dass B darstellbar als

B=VxA , A= Vektorpotential. (2.38)

Aber: fff, ist nicht eindeutig, da weder ﬁg noch RB an A festgelegt.
SeiVXA=VxA=Vx(A-A)=0

= A — A=V (2.39)
A ist nur bis auf ein Gradientenfeld ?1/1 (¢ =beliebig) eindeutig!

= Eichtransformation: A — A" = A+ V¢, ¢ — ¢/ + const &ndern die statischen
Felder B und E nicht.

Feldgleichung fiir A:

e VI = 0 ist automatisch erfiillt: VB = V(V x A) = 0.

e AusV x B = ,uoj folgt:

S . - (2.40)
= AA = —pyj, falls VA = 0 (Coulomb-Eichung).
Explizite Darstellung fiir A:
Az =2 /d3i’” J@ Vi () 2.41)
4 o ’ '
1%

wobei der erste Teil in 2.3 explizit konstruiert wurde und die Coulomb-Eichung VA =
0 erfiillt fiir stat. Strome Vj = 0; der zweite Teil ist ein beliebiges Gradientenfeld, z.B.
eine Konstante A,.
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2. Magnetostatik

Beispiele:

1) Homogenes B-Feld:
B(¥) = By = const

. 1= .

Z.B. g = Bgégi
A(f) = _BO T + V’Q/}
0
also z.B.:
- 0
L By | ™ . 1
Al = —0 T > A2 = BO T mit wg = —Jfl.TQBo.
2 0 0 2

2) Linearer Stromfaden:

Abbildung 2.5: B-Feld eines linearen Stromfadens

J = 1850(x1)d(xy) = 18509 ().
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2. Magnetostatik

Wir verwenden auf Grund der Symmetrie Zylinderkoordinaten:

P COS P
= | psiney |, (2.46)
2
T s J(&)
A@) = 47r/d /|x—x’|
+L
_ Hol / ), !
dm ey \/xl + 23 + (23 — 2%)°
, +L
1
= “ng / dz' — 00, falls Leiterlinge L — 0.
4 : 0%+ (z — 2/)2 |00

(2.47)
Problem: Stromverteilung reicht bis ins Unendliche.

— A kann divergieren fiir |7/| — co.
Aber: Divergenter Anteil in A hidngt nicht von Z ab!

— Potentialdifferenz A(Z) — A(Z,), wobei A(Z) einen bel. Referenzpunkt an-
gibt, ist wohldefiniert!

+L
R . I 1 1
= A(#) - A@y) = 22 /
VA= i+ (20— #)2 i
—~ +<x>l
=[5 PGt (7200 | |
pol o [ A =2tV H (-2 ‘m
=——=¢6,In
Am 7 —z0+ /P + (20— 2)2 ) 1=o0
pol
= 7% (n(72) = n(~*/st))
I
=Mz om (@)
4 p
ol (Po)
=—2e,In| —
™ p
(2.48)
Lo el
= B=VxA=L"Vx (~&.Inp)
27 (2.49)
pol 1 '
= __6@7
2 p
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wobei die Rotation in Zylinderkoordinaten in diesem Fall gegeben ist durch:

Vx (5 = 1%e 9y

) : 2.50
p Op Cr dp G ( )
Nebenprodukt:
T I
AA(Z) = _&gz -Alnp
2
= — o) = —pol&, - 5 (F) (2.51)

= Ay In |7?)| = 2763 (7)),

)N _ 2y 9
wobei 7% = , Ay = 927 + 527

X2

2.5 Magnetisches Dipoilmoment

Fernfeld einer stationdren Stromverteilung

Xy

\/ b eg_rer\‘z.'l‘!

Abbildung 2.6: Begrenztes Volumen V mit & € V.
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1
A@) =2 & =
@ = [erie) = o r= >
Vv H,_/
—1/r4 2 4O (2.52)
= 4’;(; /d?’ﬂ’ ) /d?’f’] (z-7)+O(r™?)
1% 1%
Umformungen fiir ﬁj = 0:
| ¢z F@)J@) Fe@) - [ @7 g@i@ e @)
Y= YU —dVH-fVD T
—— ——
— 0 , da Ober- =0
flachenintegral ver-
schwindet (3 = 0
auBlerhalb von V)
(2.53)
o f=1,g=ua):
J (V@) = jé = jr
= /d%” (@) =0, dh. /d3 j@) =0. (2.54)
v v
o f=u, g=u
/ PP g = — / d°T Lyj. (2.55)
v v
=A@ = Ho / &7 j@) @7
47r3 N
14 :Z gkjkrzle(2?5)— kZ% ERT joTe
_ Ho . d3 — _-’( —»/) . (ff/> 7 <](f/) . f)
Amrd 2
v ~ 2
=—Fx (T % (7))
. Lo l/d?’ s (2.56)
drrs 2 J
“
_ Mo D X T
4r 37
1 -
P = 3 / d*7'# x j(#') ,.magnetisches Dipolmoment
v
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2. Magnetostatik

Ho  3T(TPm) — Pt
T r3

Beispiel: Ebene Leiterschleife mit Strom

c(®)

>y

=

Abbildung 2.7: Ebener Stromfaden der eine Fliche A umschlieRt

JdP7 = Idl

ffxdf-[

C(A

— —

-A, A= A-n, n = Flichennormale.

N | =

ﬁm:

~
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2. Magnetostatik

Kraft auf Stromverteilung im duferen B-Feld

Abbildung 2.8: Das Volumen V' wird vom Feld B durchsetzt.

—,

By(Z) = By(0) + & - VB(0) + O(F), (2.60)

dabei sei der Abstand 7’ in V' klein gegen typische Abstinde, in denen B variiert. Mit

+1, falls (4,7, k) zyklische Permutation von (1, 2, 3) ist,
€k = § —1, falls (4,7, k) anti-zyklische Permutation von (1,2, 3) ist, (2.61)

0, sonst,
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2. Magnetostatik

ist die Kraft auf V:

K #9) -7 ) (2:62)
|

= " erej (Bin ¥ V)i B;(7)
kb

= (P x V) x B(7)

v (ﬁmé(:ﬁ)>

=0

8

v (ﬁm : é(f))

Fiir stationire Felder (ﬁ x B = 0):

— —

F =N (pmB) = x (VX B) + (5 - V)B = (5 - V)B(T)|_ (2.63)

= ,,Orientierungsenergie“im B-Feld:

W = —p,.- B. (2.64)

Dies ist nicht die Energie, um einen Dipol ins Feld zu bringen!
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2. Magnetostatik

Drehmoment auf Dipol im duBleren 5B-Feld:

(2.65)

= jn x B(0).

2.6 Makroskopische Magnetostatik
— Mittelungsprozess iiber mikroskopische Bereiche analog zur makroskopischen E-
Statik.

e B-Feld: ) )
B(f) = <Bmikr0(f)>a (266)

wobei émikro von mikroskopischen Stromen und permanenten Dipolen erzeugt
wird. Eine quantitative Erfassung ist zu kompliziert und unnétig!

. ., 1 3 3 o
<Bmikro(x)> = A_V / d ) Bmikro(x + y)7 (267)
AV (%)
VB(:E) - V<Bmikro<x)> Linearitéit?Mittelung <VBmikro(I)> - <0> =0 (268)
= B=VxA, (2.69)

d.h. B aus makroskopischem Vektorpotential A ableitbar.

e Strom:
<,jrnikro> - ] + ]m + jpol = jge57 (270)

wobei sich 5 aus der Bewegung freier Ladungstriger ergibt. jm bezeichnet die
Magnetisierungsstromdichte durch stationdre Bewegung atomar gebundener La-
dungstrager. Stationaritit — ﬁjm = 0. fpol wird hervorgerufen durch die Ver-
schiebung der Ladung p,0d®Z, die zu P # 0 fiihrt:

appol
ot

Vo =0 2.71)
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2. Magnetostatik

d.h. fpol = P — (inder Magnetostatik. (Beitrag = 0 in diesem Kapitel!)

e ,Magnetisierung*: M (Z) = magnetische Dipoldichte, die durch 7, und Ausrich-
tung permanenter magnetischer Dipole effektiv erzeugt wird.

o o [ s @) o / M(#) x (& — &)
= AR =2 [a 20 q
(%) 4%/ YE—7 Twm) " FEIE
\4 1% ~ ~~ -
:M(f’)xﬁ’ilijf,‘ =—V’'x (7g£§’)l ) + ﬁéfﬂg/f”

_ iy [ g JE) + VX M(T)

C 4r |7 — 2| ’
v
. (2.72)
wobei [ &7 Vv’ x <‘]\g_(§,)|) — 0 (als Oberflichenintegral).
= Ju(T) = V x M(Z) (2.73)
Feldgleichungen und mg. Feldstirke
Definition: .
— B —
A= N 2.74)
Ho
bezeichnet man als magnetische Feldstdirke
— — 1 — — — — — - —
qo L B_ [V - -
=V X o V X V X Jees — Jm = 7, (2.75)

-

=Jges 10

d.h. H wird durch die frei beweglichen Ladungen bestimmt. Somit sind die Feldglei-
chungen der Magnetostatik

VB =0
- - S (2.76)
VxH=y
zum Vergleich die der E-Statik:
VD =
o L P (2.77)
VXxE=0

Beachte: B und E sind die eigentlichen Messgro3en, da die von tatsdchlich vorhande-
nen Ladungen und Stromen erzeugt werden.

Verhalten von B und A and Grenzflichen:

— Betrachtung von infinitesimalen Volumen / Wegen wie in der £/-Statik!

-

a) Normalkomponenten:(é; — én) 117 = 0, da VB =0.
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2. Magnetostatik

b) Tangentialkomponenten: Es sei k= Flichenstromdichte, d.h.

k- AA 7
——= Strom AT durch AA (2.78)

—

—k-f-Az=7 -AA

I AN

—_—
N
=aAE
sX e
L
ra s T oA
+ O e=‘tan

Abbildung 2.9: Zum Verhalten von B und H an Grenzfliichen.

—>/d/f (6xﬁ): fﬁdf:(ﬁn—ﬁ,>A:c€+...
AA c(A)
:/dfff:AI:E-f-Ax+... (2.79)
AA
:><ﬁff_ﬁ]>é):]gt_’ V€:> <ﬁ1—ﬁ11>xﬁ}:];

Phinomenologische Klassifizierung von Medien:

—

M = M(B), M = M(H). (2.80)

Fiir lineare Medien ist M = Xmﬁ + ..., wobei die noch folgenden Terme fiir lineare

Medien vernachldssigbar sind. y,, bezeichnet man als ,,magnetische Suszeptibilitit®.

B= Moﬁ + MOM = (14 Xm) ,UOF[ = Mrﬂoﬁ-
———

=iHr

(2.81)

1 bezeichnet man als relative Permeabilitiit.
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2. Magnetostatik

a) Diamagnetismus: keine permanenten magnetischen Dipole, d.h. reine Indukti-
onseffekte an mikroskopischen Stromen.
Xm < 0, typisch | x| ~ 107 (kaum temperaturabhéngig). Fiir y,, = —1 er-
hilt man einen perfekten Diamagneten, z.B. Supraleiter (Meifiner-Ochsenfeld-
Effekt).

b) Paramagnetismus: Ausrichtung permanenter Dipole (z.B. aus Spin und Bahn-
drehimpuls der e~, Kernspin, ...).
Xm = Xm(T) > 0, Xm ~ 1075 — 1072 (starke Temperaturabhingigkeit!)

¢) Ferromagnetismus: Spontane Ausrichtung permanenter magnetischer Dipole,
falls T' < T (Curie-Temperatur).
Xm = Xm(T, H), typisch:

N>
M

/

TNy

/

Abbildung 2.10: Typische Hysteresekurve von Ferromagnetika. Der Startwert bei (0,0) gilt nur bei
vollstindiger Entmagnetisierung (z.B. durch Erwdrmung), d.h. mikroskopischer
Unordnung. Die Magnetisierungskurve weist eine starke Nicht-Linearitét auf.

Zur RWA der Magnetostatik
— Methoden Analog zur E-Statik, z.T. komplizierter durch Vektorcharakter des Po-
tentials A.

Sonderfall j = 0:

e VB = 0, i X f[ﬁ: 0 — H ist aus einem magnetischen Skalarpotential ®,,
ableitbar: H = —V&,, .
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2. Magnetostatik

e Fiir lineare Medien (é = ,ur,uol-fl ) folgt zusitzlich:
0=VB = puouVH, (2.82)
d.h. A®,, = 0 (Laplace-Gleichung)

Beispiel: Magnetisierbare Kugel im homogenen B-Feld

Problem:

VB=0, VxH=7=0 (2.83)
dh. H=—-Vd,,
Randbedingungen:

e B' und HI sind stetig bei » = R (Kugel vom Radius R ist im Ursprung zen-
triert)

e B — Boé:g

r—00

Methode: Multipolentwicklung fiir ®,,,!
Innen:

B' = pppoH', ®f, =" ap'Pycosh). (2.84)
=0
Aulen:

B® = jugH®, &% = Z ber "1 Py(cos ) + Z a3t Py(cos )
=0

i ) (2.85)
rj)ooo ri/oo—ng—g:—f—grPﬂcosﬂ)
B
:>a‘f:—’u—§, al =0 YVl +#1. (2.86)

e Normalkomponente beir = R : Bi(r = R) = B%(r = R).

B, = —uruo%% = —Hirfto ;MTHP@(COS 0),
5 w (2.87)
B = —Mogq)g@ =+ ; be(¢ + 1)1~ "2Py(cos 0) 4+ By Py(cosf).

= —ppa; = 201 R 4+ Bo/uy, —papl R = by(0 + 1)R™2, 0 #£ 1.
(2.88)
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2. Magnetostatik

e Tangentialkomponente bei r = R: H)(r = R) = H(r = R).

i 1 0
Hy = —;% = —Zaﬂ Pj(cos ) sin 6,
(2.89)
Hy = _lgq)a = Zb r~*"1P)(cos 0) sin § — EPI(COSG) sin 0
o rof " ¢ ¢ Lo '
_ 3 B —1 _ p p—t-2
=a; =bhR> , aRT =bR "7, (> 1. (2.90)
Ho
Losung von GI. (2.88) und (2.90):
3 By pr — 1 Bo
ay = — T 1= R
(IEZO, bg:O, g%l
ayp, ag sind irrelevante Konstanten.
B py — 1B
S RS (2.92)

10 te+2p 13

wobei der erste Term das homogene duflere Feld wiederspiegelt und der zweite Term
ein magnetisches Dipolfeld durch die Polarisation der Kugel.

P = — —ux3, B=—u, V(I)Z Byes, 2.93
m 12 T3 TN Mr+2 0€3 (2.93)
. B — o H =1
ppe Bl 3 =) p (2.94)
Ho Nr+2
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2. Magnetostatik

X 7S Am<9
> T e

Abbildung 2.11: B-Felder und Magnetisierung M fiir zwei Kugeln unterschiedlicher mg. Suszepti-
bilitit.
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Bisher (Elektro-Statik und Magneto-Statik) wurden zeitunabhingige Felder untersucht.
Zeitunabhingige E- und B-Felder sind unabhingig voneinander und werden erzeugt

von statischen Ladungsverteilungen Z; 92 — () bzw. von stationiiren Stromen ] mit Vj J=
0.

Jetzt: zeitabhingige Felder — £- / B-Felder sind nicht mehr unabhiingig voneinander!
e belegt durch Experiment (z.B.: Faraday)

e theoretisch erwartet durch Galilei-Invarianz bzw. Lorentz-Invarianz der Lorentz-
Kraft:

Beispiel:

System Y': ruhende Ladungsverteilung p(z")

— F' = ¢E', Kraft auf Testladung ¢ im Feld £’ von /(')

System X: ¥’ hat Geschwindigkeit ¢ in ¥, d.h.p(Z) und g bewegen sich mit .
— p erzeugt Strom und damit auch B + 0

— F=q(E+7x B)

Galilei (|17| <o) F'=F

= E=E(E,B), B=B(E, B

l

3.1 Faraday’sches Induktionsgesetz

Experimenteller Befund:

zeitliche Anderung des magnetischen Flusses bewirken el. Wirbelfelder
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Abbildung 3.1:

_— d Lo
C(A) A

Dabei stellt die linke Seite der Gleichung die elektromotorische Kraft dar, das Vor-
zeichen ”—"" auf der rechten Seite bringt die Lenz’sche Regel zum Ausdruck, d.h.
Wirbelfelder induzieren Strome, deren B-Felder der Flussianderung entgegenwirken.
Pp = [ dA - B bezeichnet man als magnetischen Fluss.

A

Wichtig: E ist das E-Feld im System, in dem dx ruht! .
Wichtig: Der Bewegungszustand von A spielt eine Rolle, da [ dA nach ¢ differenziert
wird.

Behauptung:
k = 1 wegen geforderter Galilei-Invarianz bei kleinen rel. Geschwindigkeiten

Beweis:

e System X': C' = ruhende Leiterschleife, somit A = const

S d [ - = - OB
[ - . . /__ .
%de__kdt/dAB_ k/dA ot (3.2)
A

c4)

90



3. Elektrodynamik - Grundlagen

Abbildung 3.2: Von Leiterschleife C' umschlossene Fliche A, durch welche das Feld B tritt.

e System X: ' (d.h. auch (') bewegt sich mit Geschwindigkeit v/

Dp(t) = / dA - B(t) (3.3)

A(t)
& /
Ctrath

Abbildung 3.3: Die Leiterschleife C(t) ist nicht zeitlich konstant.
d (0B . (== LA
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Beweis von Gl. (3.4) siche Ubungen, bzw. im Anschluss.

. d
jfE’df = k= ®p

d
= (3.5)
- 0B
= dz ( kva)— k’/dA-aa—t,
C(A) =E+0(v /62) A

wobei E das E-Feld in ¥ ist.
Beachte: die Gleichung gilt unabhingig vom Bewegungszustand der Schleife C,
da keine Ableitung % auf das Flichenintegral [ wirkt!

A

e Kraft auf Testladung ¢ (ruhend in C', d.h. ruhend in X'):

— — —

F'=qF, F=q(E+

<

x B) = q(E'+ (1— k)& x E) Y. (3.6

Galilei-Invarianz: F = F' + O)e2)= k=1.0
Beweis von Gl. (3.4):

Bp(t + At) — Bp(t) = / dﬁémm)—/dﬁ’é(w

A(t+At) A(t+At) A(t)
- ag - = - -
oB v [ L
_At/dAEJr/ &7 <VB)—/ dA B+ ..
A(t) V. =dA-0At Zyl. =dEx(TAt)
OB -
— At /dAa—Jr/dAv(VB) /(dfxv)B +
A A C
—_———
=/ d (vxB)
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Induktionsgesetz in integrierter Form und lokaler Form:

integriert:
— d — —
C(A) A
wobei £ im Ruhesystem von dx definiert ist, bzw:
S - OB
C(A) A
wobei £ und B im selben System definiert sind!
Benutze Stok’sches Theorem:
fﬁdf:/dﬁ-(ﬁxﬁ) 510
C(A) A
= Lokale Form, da A beliebig:
Y ) G.11)
ot

3.2 Maxwell’scher Verschiebungsstrom, Maxwell-

Gleichungen
Feldgleichungen fiir E und B:
VD = p,
L (3.12)
VB =0

sind experimentell verifiziert, auch fiir zeitlich verdnderliche Felder.

VxE

_B (Faraday) (3.13)

V x H =? (3.14)

Problem: Stationdre Gleichung VxH = Mo] kann nicht fiir zeitabhiingige Felder
gelten, da

0=V - (VxH)=Vj=-2L=_VD. (3.15)
wobei hier die Kontinuitdtsgleichung % + 65 = 0 benutzt wurde.

Ausweg: Maxwell postuliert Verschiebungsstrom D:

(3.16)

S

VxH=j+



3. Elektrodynamik - Grundlagen

= Kontinuitédtsgleichung erfiillt, Verschiebungsstrom experimentell verifiziert (z.B.
Existenz durch EM-Wellen)

Maxwell-Gleichungen

VD =p

VB =0

. R N (3.17)
VXFE=-—
6xﬁ:j+5

Dies sind gekoppelte, partielle Differentialgleichungen fiir E und B, wobei D = E(E )
und H = H(B), z.B. fiir lineare Medien:

[j = €0€TE
. . (3.18)
B = :U’OM’/‘H
Ergénzungen:
e Materialgleichung:
j‘ =okF (3.19)
o = const. (Ohm’sches Gesetz)
e Lorentz-Kraft: . ~ ~
F:q<E+ﬁxB> (3.20)

Bemerkung:
Die Anschlussbedingungen der Felder an Grenzflachen dndern sich nicht gegeniiber
den statischen/stationiiren Fillen. — Beweis siehe Ubungen.

3.3 Elektromagnetische Potentiale

Frage:

Lassen sich die Maxwell-Gleichungen vereinfachen, analog zur Einfithrung des elek-
trostatischen Potentials ¢ und des magnetischen Vektorpotentials A.

Anwort:

JA!

(1) VB=0=3AmitB=Vx A4 (Helmholtz-Zerlegung)
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

(2) _ .
G—C xE4B—vx (mg)

——
— Ableitbar aus (3.21)
skalarem Potenti-
al
S 3O mit B+ A= -V
B=VxA
- o R (3.22)
EFE=-Vb-A

Folgerungen:
e Alle Konfigurationen von B und E sind durch geeignete A und @ darstellbar.
e Ansatz iiber A und ® erfiillt automatisch die homogenen Maxwell-Gleichungen
VB=0, VxE=-B.

e Inhomogene Maxwell-Gleichungen bestimmen A, ® (aber nicht eindeutig!).

Wichtigste Anwendung: mikroskopische Gleichungen fiir A, d
—)B’:,uo[’_j, ﬁzéoE_T

1)

; ) (3.23)

= Moj—ﬂoﬁo (6@%—5) , Ci=

1= o f s 1. i
—_——
—0A
wobei [J als d’Alembert-Operator bezeichnet wird.
2)
VD = ¢VE = —¢ (ACD + WT) = (3.25)
= AD+ VA = —Eﬁ (3.26)
0
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

3) Entkopplung von Gl. (3.24) und (3.26) durch Wahl einer Eichung:
E und B bleiben unveridndert bei folgender Eichtransformation:

A A =A4+Vy, ®—d =0—y, (3.27)

wobei x(7,t) so gewihlt werden kann, dass

o o 1.
VA+ —5® =0 (Lorenz-Eichung) (3.28)
c
Beweis:
o 1. B O 1
VA+C—2<I>—>VA +§<I>:VA—|—§<I>+A>C—§X:0 (3.29)
d.h.

oo 1.
Ox=VA+ 5o (3.30)
C

(= Inhomogene Wellengleichung fiir y, d.h. Existenz einer Losung bei sinnvollen
Randbedingungen ist garantiert. — Theorie der partiellen DGL bzw. spiter in
der Vorlesung)

= Gleichungen fiir Aund ® in Lorenz-Eichung:

OA = poj
3.31
0o = 2 (3-31)
€o

(= Inhomogene Wellengleichung, vollstindige Aquivalenz zu Maxwell-Gleichungen)

Bemerkungen:

e Die Lorenz-Bedingung (3.30) fixiert /f, ® nicht vollstdndig, d.h. x ist nur fest-
gelegt bis auf y — ' = x + A mit JA = 0.

e Die Lorenz-Bedingung ist Lorentz-invariant (siehe spéter), d.h. gilt Gl. (3.30) in
einem Inertialsystem, dann auch in allen anderen! — Attraktiv fiir SRT!

o Weitere wichtige Eichbedingung:

VA =0 (Coulomb-Eichung) (3.32)
P - 1 3 p(flv t)
N S Y d
o’ (@, 1) Tncg / Tl (3.33)

A folgt dann aus inhomoger Wellengleichung...
Die Coulomb-Eichung eigenet sich z.B. fiir die Feldquantisierung!
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

3.4 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Lorentz-Kraft:

—

F:q<E+;}?x§> (3.34)
Kraft auf ein Teilchen in F/B- Feldern.
— Frage nach Lagrange-/Hamilton-Funktionen fiir nicht-relativistische Bewegung!

Lagrange-Funktion:
Bei konservativen Kriften (V' = V(%)) gilt:

L=T-V (3.35)

Ansatz:

-,

V =q®+ Va(A), (3.36)
da q® = potentielle elektrische Energie im statischen Fall.

Weitere Bedingung: Eichinvarianz = Symmetrie von L
— Lund V diirfen sich unter Eichtrafos nur um eine totale Zeitableitung dndern!
Eichtrafo:

ox

¢ =0 =0 A= A +Vy (3.37)
SV V=g X A4+ v 338
=q _QE—FVA( +VX) (3.38)

%—’; und ﬁx konnen sich i.A. nicht vollstindig kompensieren, aber sie konnen sich zur

totalen Zeitableitung kombinieren:

dy d
T @X(iﬁ(t)at)
(3.39)
AR
ot X
= Ansatz: .
Vi=—qx- A (3.40)
Voller Ansatz fiir Lagrange-Funktion L:
L= %iﬂ — q® + gi A (3.41)
fiir ein Teilchen der Masse m.
Verifikation der Bewegungsgleichung:
oL . -
—=mi+qgA=7 (3.42)
ox
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

7 bezeichnet den kanonischen Impuls und stimmt nicht mit dem kartesischen Impuls

ma = p iiberein!
oL

e gNO+ V(2 A 3.43
57 VO + gV (Z- A) (3.43)
Mit . ‘ ‘
Ix(VxA)=V(@ A —-(Z-V)-A (3.44)
ergibt sich hieraus:
oL = LS T 5 = T
%:—QV@‘F(](ZE'V)A—FQZL’X(VX ) (3.45)
Betrachtet man nun
dA  d - 04 . - .
— = —AZ{), )= —+ (- V)A (3.46)
so erhilt man:
0 LA
— = —qVP+q(ZV)A+ qi x (V x A)
T
oA 2 (3.47)
e (€0
qV qat+qx>< V x +th
oL  d oL L. dA . dA
0=22 290 (E 7 B> L miE - ¢
= or dt oz q T +th me th (3.48)
émfzq(ﬁ—i—fXé)
Hamilton-Funktion:
Mit o
i=—_11 (3.49)
m m
ist
H(Z 7)) =7-&—L
- - 2 -
:ﬁ.(z_zg)_@@_gg) +q@_q(1_gg)
m m 2 \m m m m
1 N (3.50)
=— |7T—qA) +q®
2m
7
= H=—+4q®
2m

Aber: Die letzte Form ist keine kanonische Form fiir die Hamilton-Gleichungen, da p’
nicht der kanonisch konjugierte Impuls zu 7 ist!
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Energieerhaltung:
Falls ® und A zeitlich konstant sind, d.h. %—% = 0, dann gilt:

dH _oH _ 0L _
a ot ot

(3.51)

Die Gleichheiten hierbei ergeben sich aus den Hamilton- bzw. Lagrange-Gleichungen.

= H = Gesamtenergie (ohne Feldenergie) ist konstant.

Hamilton-Gleichungen:

0OH

or
——

Bewegung durch

Lorentz-Kraft
— Ubungen.

=7

oH

= Fomi=7—qA
or

3.5 Energiesatz der E-Dynamik

Frage:

(3.52)

Welche Arbeit W muss einem System zugefiihrt werden, um Strom und Ladungsver-

teilung 7(Z, ) und p(Z,t) zu ,,unterhalten®?

Betrachte einzelne Punktladung ¢ mit Trajektorie 7(¢) in 7, p:

Kraft auf ¢:

Daraus folgt die Arbeit in der Zeit 6t, die an ¢ verrichtet wird:

Wy = —F -6F = —F - 76t

= —qEﬁ*ét
= - / &7 q6 (T — 7(t)) FESt
D —
14 -

=J

:—/d3 j- Edt

S

-
—

dt ..
v sition.
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Dies ist die Leistung, die einem System zugefiihrt werden muss, um Ladungs- und
Stromverteilung (p, j) in V' aufrecht zu erhalten.

_dWeXt _ —/d?’ff-ﬁ

dt
v , (3.56)
—/d3f(V><H)~E+/d3fD-E
14 14
Nun gilt jedoch:
(VxH)-E=(V E) E—(VxH)-E
(3.57)

X
V(< By (9 B) A
wobei hier der Nabla-Operator in Ausdriicken mit Unterstreichungen nur auf die un-
terstrichenen Groen wirkt. Somit erhalten wir:

d ex D o aj T "/ D ] S E
Wt:/d%V- (E x H) +/d3x{—(VXE)~H+DE}
dt N——
v =3 Pog'mting-\/ekt(.)r v (3.58)
- [ f(emg.mﬁ.ﬁ)
Vv

d.h.
5Wext:/d3f(6§)-5t+/d3553-ﬁ+ /d?’faﬁ-ﬁ
v (3.59)

J/ N J/

\%4

(<

-

Vv NV
§ dA-Sst mg. Feldenergie el. Feldenergie, s. E-Statik
Gduﬁ
A(V)

Wobei wir den ersten Term als die aus V' entweichende Energie durch Abstrahlung
auffassen konnen. Der zweite Term ist der einzige Term der beim Aufbau eines statio-
niren B-Feldes librig bleibt.

= Lokale Form (da V' beliebig):

s =S+ B4 D B (3.60)

ist die externe Leistungsdichte. Fiir lineare Medien:

Wext = 65 + wmag + We (361)
wobei )
wmag - §§ . ﬁ
1 (3.62)
wel == §D . E
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Bedeutung von S

S = Energieflussdichte, aber S ist nicht eindeutig iiber Gl. (3.60) festgelegt (nur VS
bzw. ¢ dAS), sondern kann durch S — §' = § + V x f mit bel. f gedndert werden.

Energiebilanz:
0 :;_"f’ﬁg‘i‘ (wmag +wel)
o:/ﬁf]ﬁ 7{ dA - S+/d (Wmag + Wel)
v A v (3.63)
M — ~~ 4
Emech Erad EFeld

= Emech + Erad + EFe]d - CO?”LSt.

Dabei beschreibt der erste Term die mechanische Arbeit/Leistung, die durch die Felder
geleistet wird, der zweite Term die abgestrahlte Energie/Leistung und der letzte Term
die in den Feldern gespeicherte Energie (bzw. deren Anderung).

3.6 Impulssatz der £-Dynamik

Impulsidnderung der Ladungstriger f d*Zp(Z) durch Lorentz-Kraft:

dﬁmec 3 - — = =4
- h:/fl“x(pEjL]xB)/
1%

TV
=Lorentz-Kraft auf pAV

s == = - o4 ~ (3.64)
:/dx (VD)-B+ (VxH-D)xB
V - ~~ g
=(V x H) - E—%(ﬁxé)-&-ﬁxé
= (VxH)xB— 4 (DxB)+Dx(VxE)
Ab hier: Einschrinkung auf lineare, isotrope Medien, d.h
[j - OE
~ . (3.65)
B = p,poH
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Anwendung:

—

e |(VD)-E -

-l
X
4
X
!
|
/Em
<
=
|
=
X
A
X
=

]_ — —
=> "0 {DgEk — 50k(D E)]
¢
(3.66)
e Analog (da keine Annahmen iiber E—Feld, auller Linearitit):
— = — — — 1 — —
[(VB)H +(V x H) x BL == 0 {Bng — S0ke(B H)] (3.67)
¢
Definition: Maxwell’scher Spannungstensor (fiir lineare, isotrope Medien)
1 Lo oo
Two =Tp = DoEy + BeHy, — §5kg( E + BH) (3.68)
= Fiir ein zeitlich konstantes Volumen:
dpmech,k o d 3= /R = 3 =
0t ——E/dx(DXB)k—f-/d ng:angg (3.69)
1% \%
Schreibweise:
T T = Y T 0 570
k. k.0
dpmech,k d 3=/ R S 3 =
- :_a/dx(DxB)k%— /d EY 0T
1% 4 ¢ (3.71)

-~~~

= § dA(X Theer)
GaUBA(V) 7
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3. Elektrodynamik - Grundlagen

Def: Feldimpuls

— L 3 . — —
PFeld = /d X D x B (372)
VvV ::ﬁpcld:Feldimpulsdichte
Impulsbilanz:
dﬁmech dﬁFeld g e
— T-dA =
dt + at f 0
et L A(V)
Anderung  des Anderung  des ——— (3.73)
mech. Impulses Impulses, der Impuls, der pro
der Ladungen in von Feldern in V' Z€it durch AV)
1% getragen wird entweicht

wobei 7' in Matrixschreibweise aufgefasst wird.
= Abgeschlossenes System bzw. V = R3 und E, B — 0 fiir |Z] — oo (hinreichend
schnell):

ﬁmech + ﬁpeld = const. (3.74)

Strahlungsdruck

T -dA = TiidA = —Kraft auf dA (nicht notwendiger weise parallel zu dA)
= Druck auf dA = -1 T#i

ﬁStrahlung = _ﬁTT'ﬁ: (375)

Beispiel: Kometenschweif

4

"

Sonne

)

//,

A\

Abbildung 3.4: Der Schweif eines Kometen wird durch den Strahlungsdruck der Sonne erzeugt und
zeigt deshalb immer von der Sonne weg!
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4. Spezielle Relativitatstheorie -
kovariante Formulierung der
E-Dynamik

4.1 Grundpostulate

Erfahrungstatsachen — 2 Postulate:

(1) Relativititsprinzip:
Physikalische Gesetze nehmen dieselbe Form in allen Inertialsystemen an.

(2) Konstanz der Lichtgeschwindigkeit:
Die Vakuumlichtgeschwindigkeit besitzt in allen Inertialsystemen (IS) den sel-
ben Wert ¢, unabhingig von der Richtung. (Michelson-Morley-Experiment)

Vergleich mit Newton-Mechanik:

e Relativititsprinzip ebenfalls verankert.
— Inertialsysteme sind durch Galilei-Trafos verbunden:

2’ = Dx — vt — s, v = Relativgeschwindigkeit der Systeme @.1)
t' = t, d.h. die Zeit hat absoluten Charakter '
Im Folgenden werden Vektoren wie & von deren Koordinatentupeln z unter-
schieden.
— Newton’sches Bewegungsgesetz gleich in allen IS:

F = j'= m fir m = const. (4.2)

Beachte: F' ,Z'sind gleich in allen IS (nicht unbedingt deren Komponenten/Koordianten)

e Aber: Galilei-Trafos widersprechen (2)!
Seien Systeme Y und Y verbunden iiber 2’ = x — vt.
— Wenn Licht sich in ¥ mit ¢ ausbreitet, dann breitet es sichin X' mit¢ = c—v
aus, d.h. im Allgemeinenist |[d]? = [c —v|* = ? + 12 — 20 -c# 2. ¢
= Galilei-Trafos miissen verdndert werden! — Lorentz-Trafo.

104



4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

4.2 Lorentz-Transformation

Begriffe und Notation

o Orts-Vierervektor:

M) = (20 2t 2?23 = (ct,z
(@) = (& ) = (ct, z)

=ct

4.3)

Im Folgenden: p, v, p,... =0,1,2,3und u, ¢, m, ... = 1,2,3

e Summenkonvention: Summation iiber paarweise gleiche Indices in Produkten

(,,oben “- ,unten ), d.h.
3

atb, = Z atb, (4.4)

pu=0

e Ereignis = Punkt (z#), d.h. Orts- und Zeitangabe.
Weltlinie: (z*(s)) = (ct(s),z(s)), wobei der Kurvenparameter s auch s = ¢
sein kann. Die Weltlinie beschreibt den Weg eines Punktes in Raum und Zeit.

Linearitit:
Tréagheitsprinzip: geradlinige, gleichformige Bewegung kriftefreier Korper in allen IS.
Im IS sei X:

z(t) = vy - T + o, (4.5)

was durch die Lorentz-Trafo in ¥’ die Form annehmen muss:
' (t) = vit’ + 2, (4.6)
= Da v, x, beliebig sind, miissen (z*) und (z'*) (affin) linear zusammenhéngen:
2" = A,2” 4+ a*  (Poincaré-Trafo) 4.7)

Koordinatenwahl = Koordinatenurspriinge (z = 0, 2’ = 0) sollen bei ¢ = 0 zusam-
menfallen; auBerdem wird dort ¢ = 0 gesetzt.

= a* =0, d.h. 2" = A*,2", (Lorentz-Trafo) (4.8)

wobei A eine 4 x 4 -Matrix ist.

Berechnung von A*, fiir Relativbewegung

1) Wahl der z'- und z’*-Achsen als Richtung der Relativbewegung:

e Ursprung von ¥ (z/ = 0) bewegt sich in X mit v in positiver !-Richtung.

e Ursprung von X (x = 0) bewegt sich in >’ mit —v in positiver z’ 1—Richtung.
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4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

Fir z = 0 gilt:
/M:Auy g 0_|_A;L k
x x 0x % 4.9)
=0
d.h.
2% = A%a°
2= A £ —v = —B2°, Bi=-
) ' ¢ (4.10)
=A% =
2® = A3a® =0
= Ay = —BA%, A% =A% = (4.11)

2) Raumisotropie = Die x! und z’"-Achsen transformieren sich in einander, unab-
. 2 /3
hingig von 22, 23, 2/, 2/°, d.h.:

ot = Alga® + Ayt + é&:lzﬂc + Mgt®

Isotropie in 3
7' :AZO/IG—F é%le +A%2% + A%
Isotropie in 3/
23 :A%/xd+ 23@ +A3,22 + A3y2?

Isotropie in 3/

(4.12)

d.h. nach 1) und 2):

% ok ok %

uy_|* x 00
(A,,)— 0 0 * =*
0 0 % =

3) Wahl der 2’ 2-Richtung, so dass 22 und 2’2-Achsen sich ineinander transformie-

ren.
7 = A22% + A%2° (4.13)

d.h. A%5 = 0, auBerdem ist A%5 > 0 wihlbar.

Betrachte Absténde r; und 7, in der Ebene senktrecht zu x' bzw. z’/ '_Achsen:

r? = (2?)? + (2%)?

(4.14)
r/i _ (16,2)2 + ($/3)2 _ (AQQCL'Q)Q + (ASQQTQ + A33£L'3)2
Isotropie erfordert Unabhiingigkeit von der Richtung in der 22-23-Ebene:
rl=A@) Ty (4.15)
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5)

4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

fiir alle Richtungen in 22-23-Ebene, wobei A nur von der Relativgeschwindigkeit

von Y und Y abhingt.
= A32 = 0, A22 = A33 = )\(U)

Paritiit (Spiegelsymmetrie) impliziert, dass A(v) = A(—v).
Relativitit fordert ferner:

ry = M—v)r|
= A(=v)A(v)rL
= X (v)ry
() A22_A3
= Form vom A:
% % ok %
uy_|* x 00
(A ”)_ 0010
00 01

Betrachte Lichtstrahlen in £z!-Richtung:

e inX:zx! =+ct =42 22=22=0

. 1 0 2 3
e inY: 2 =+xct==x2", 2 =2""=0

= 33/0 = A00330 + Aoll'l = (AOO + Aol)l'o
2t _ A10$0+A11x1 — (Al0 :tAll).TO

d.h. /' = +2/° erfordert:
A% = Ay, Al = A%

Betrachte Lichtstrahl in 22-23-Ebene:

in 2:
22 =ctcosp =a"cosp, ¢ =bel., ' =0
z3 = ctsiny = 2% sin @
= d = /(22)? + (23)2 = 2° = zuriickgelegte Distanz fiir 2° > 0
in X
0 — A% + A%%z? + A%? = (AOO + A% cos p + A% sin (p) z°
2t = Ay2® = —BA%)2°
2% =22 =2%cos
% =2t = 2% sin @
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4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

= \J e

= \/cos2 ¢ + sin? p + (—BA%)22° fiir 2° >0
_ \/WCEO (4.23)
= ¢ -’ Nach Konstanz der Lichtgeschwindigkeit!
= (A% + A% cos o + A% sin p)a"
d.h.

VI+ B2(A%)2 = A% + A% cos g + A% sin ¢ fiir beliebige ¢ (424)
= A% = A% =0, 1+ B*(A%)” = (A%)? |
0 1
=No=7, 7= 77— (4.25)

V1= 32
Die Vorzeichenwahl erfolgte durch die Forderung nach gleicher Zeitrichtung in
Y und ¥’

= Resultat:
v =By 00
py v 00
pY =
0 0 01
Explizit:
t' =1~ <t — g:ﬁ)
1
o = (z' = ot) (4.27)
$/2 _ 51,’2
2> = 1® Boost in z'-Richtung!
Eigenschaften eines Boosts:
o cooit="t, 2t =zt —ut, 2% =22, 2 =27,
d.h. Lorentz-Trafo — Galilei-Trafo
c—00
e Umkehrtrafo:
ot = (A" 2" (4.28)
Relativitit impliziert:
(ATH" =A, (4.29)
V——v
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4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

e Zeitdilatation : Ursprung von Y/ (2’ = 0) = Uhr mit Zeit ¢/
— Ablesen der Uhr in X zur Zeit ¢:

?'=0= 2" =t
2 2
r_ v _ v _ v (4.30)
<1

= Uhr geht von X aus betrachtet langsamer.

Konsequenz:
Instabiles Teilchen mit Zerfallszeit 7 (=t’ in X’) hat von X aus betrachtet
eine lingere Lebensdauer:

7(v) = (4.31)

02

Abbildung 4.1: Einstein’sche Lichtuhr: Im System X’ geht der Lichtstrahl in der Lichtuhr lediglich
senkrecht, im System X hingegen legt er eine groflere Strecke zuriick. Man benotigt
hier lediglich noch die Annahme, dass die Ausdehnung orthogonal zur Bewegungs-
richtung unverindert bleibt, um die Zeitdilatation mit Hilfe des Satzes von Pythago-
ras herzuleiten.

e Lingenkontraktion: Messe Distanz (=MaBstab) ¢’ = 2’} — 2’} im System
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4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

Y/, d.h. ), und 2k, werden gleichzeitig (t = t 4 = tg) bestimmt:

0 ="y — o'y = () — vt — b+ vt) = vz — k) = ¢

Z (4.32)

d.h. in ¥ gemessene Linge ¢ scheint verkiirzt (¢'= Ruheldnge in X')

e Grund fiir Zeitdilatation/Lingenkontraktion:
Gleichzeitigkeit ist nicht mehr absolut, sondern hidngt vom System ab.

Linie aller
Ereignisse bei t'=0

F=Xy

14
N % X

Licht-
strahlen

I_ O
ct=x
=Weltenlinie dE§
Ursprungs voniin f:

R

> c-"'-zxo

Abbildung 4.2: in ¥': Lichtstrahlen kommen gleichzeitig in A und B an: ¢/, = t’3; in X: Lichtstrahl
kommet in A eheranalsin B:t4 < tp

e Relativistischer Abstand:

§2 . — (I0)2 _ (131)2 _ (132>2 — (J;?’)Q = (31;0)2 — 2= (4.33)

2 2

Alle Lorentz-Trafo’s (Boosts und Drehungen) lassen s* invariant: s’ 2= g2
Dabher liefert das Vorzeichen des Abstandes As* = (x — y)? eine Charac-
terisierung der relativen Lage von Ereignissen z und y:
- (z — y)* > 0 : Beobachter kann mit Geschwindigkeit v < ¢ von x
nach y reisen. — Es existiert eine kausale Verbindung zwischen = und
Y.
- (z —y)> = 0: x und y sind durch ein Lichtsignal verbunden.
— (7 — y)? < 0: Es gibt ein Inertialsystem, in dem z und y gleichzeitig
stattfinden. — Es existiert keine Kausale Verbindung.
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4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

Abbildung 4.3: Die Punkte im Lichtkegel links von P bezeichnet man als die Vergangenheit von P,
die im rechten als Zukunft.

Relativistische Geschwindigkeitsaddition:

Beachte 3 Systeme:
1Dy

e Y bewegt sich von ¥ aus gesehen mit v; in x;-Richtung
e >” bewegt sich von 3 aus gesehen mit vy in x-Richtung

— Berechne vy, mit der sich X" in X bewegt:

V2 n U1 %)
t" = <t/ - giﬂ/ ) = 72N {t - gﬂcl T2 (2" = vﬁ)]

=MN72 (1 + Ui?) t— —l—vle
(4.34)
= 712 [t — 0—122331}
c
v+ v
= Vg = —11_|_ é

c2
= |v1a| < ¢, falls vy ], [ve] < ¢

Allgemeine Lorentz-Trafos

e 6 Grundtypen kontinuierlicher Trafos:
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4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

— 3 Boosts x!-, 22, 23- Richtungen

— 3 Drehungen von x!-, x%-, 23-Richtungen:

wobei D=Drehmatrix, ' = Dz, D~' = DT.

(4.35)

Alle 6 Transformationen generieren die eigentliche (det A = 1), orthochrone

(erhilt Zeitrichtung: A% > 0) Lorentz-Gruppe LL
Gruppenmultiplikation:

Alel/ = (AlAQ)PLU = AllipAgV
Volle Lorentz-Gruppe:
L=1Lx T X P
~— ~—
Zeitumkehr: Parititstrafo:

Ar = diag(-1,1,1,1) A, = diag(1,-1,-1,-1)

Allgemeine Vierervektoren:

Def.:
(a") := (a”, a) = kontravarianter Vierervektor

(a,) := (ap, —a) = kovarianter Vierervektor
falls a’* = A*,a” bei Lorentz-Trafo X 2 Y
9= (gw) = (¢") = diag(1,—1,—1, —1) = metrischer Tensor
= Metrik hebt/senkt Indizes:

— _ v
a = g"a,, ay = Gua

Lorentz-Trafo kovarianter Vektoren:

CL;L = guaa/a = guozAaﬁaB = guaAaﬁgﬁV ay

» Heben/Senken

= der Indices

r_ v
:>au—AM a,.
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Skalarprodukt von Vierervektoren a, b:
Mit a?, b* und (a + b)? ist a - b auch Lorentz-invariant:
1

a.b::§[(a—|—b)2—a2—b2]

=a"’ —a't' — - =" —a-b

= a,u,guyblf
= ab, = a,b"
Invarianz-Eigenschaft der A-Matrizen:
a/M — A“,,a”, b/M — A'u,,by
=d b= a/“gw,b”’ = A“aao‘gw,/\l’gbﬁ

=a-b= ao‘gaﬁbﬂ

= M oguwh’s = gas, d.h. AuaAuﬂ =4,0°

und (A_l)ﬁu = AMB.

bzw. in Matrixform:

Agh=g
det g = det(ATgA) = det g - (det A)?
= det A = £1

Jedes A mit AT g\ = g definiert eine Lorentz-Transformation, d.h.

L ={A| A = reelle 4 x 4-Matrix mit A"gA = g}

Tensoren:

m Indizes

T =Ty

n Indizes

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

heiBt m-fach kontravarianter und n-fach kovarianter Tensor (m + n)-ter Stu-
fe, falls 7" sich genauso transformiert wie das entsprechende Produkt aus 4er-

Vektoren:
aabﬁ...m“ny...
d.h.
T = A (A g AP NV T
Beispiele:

g*, 6*,, 90,", g, = Tensoren 2. Stufe.
Beachte: ¢ und ¢ sind sogar invariant, d.h. ¢’ = g, etc.

(4.48)

(4.49)

— Kontraktion bzw. Verjiingung von Tensoren sind kovariante Operationen, d.h.

sie vertauschen mit Lorentz-Trafos:

113



4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik
— Verjiingung:
!/ /
(Taﬁmau..) - (Taﬂ‘m;w.‘.) : 5“04 (450)

— Kontraktion: , ,
(795 .- a) = (T*%) dla .51)

4.3 Relativistische Dynamik

Vierergeschwindigkeit und Eigenzeit
(x#) = (ct,z), (da*) = (cdt,dx) sind 4er-Vektoren.

dxt d _

ist kein Vierervektor, da dt nicht invariant ist!
Ausweg: ersetze dt durch Eigenzeit

U2
dr = diy/1— =, (4.53)
c2

wobei [v| = v = |Z|. Die Eigenzeit stellt eine Art ,,innere Uhr*“eines Teilchens/Beobachters
dar.

Definition: Vierergeschwindigkeit

dx* dt d
(u?) : = (%) = (CE, ﬁ) = (¢, vy) (4.54)

Analog: Viererbeschleunigung

dut
() = (?) (4.55)

Frage: Ist (p*) := (mut) die relativistische Verallgemeinerung eines Teilchenimpulses
(Teilchenmasse = konstant) ?
— Durch Dynamik (Bewegungsgleichung) zu beantworten!

Lagrange-Formalismus:
Wirkung S = zentrale Grofle der Lagrange-Mechanik.
— Forderung, dass S Lorentz-invariant ist, um kovariante Bewegungsgleichungen zu
erhalten.
Anwendung auf freies Teilchen der Masse m:
a#(7) = Trajektorie (,,Weltlinie*) des Teilchens = 4er-Vektor

ds* = dz? = dx,dx" = invariantes Linienelement (4.56)

114



4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

b
= / ds = invariante Linge der Weltlinie = einfachste Invariante einer Weltlinie!

a

(4.57)
— Ansatz fiir Wirkung:
b
S=k- / s (4.58)
mit einer Konstanten k. Parametrisierung im System X::
(2(r)) = (ct(7),z(7))
(4.59)
(dz") = (cdt, dzx)
2 d
— ds? = Adt? — da? = Adt? 1—U— , yzgz—x
c? dt
(4.60)
2
ds = cdty] 1 — v_2
c
tp
02
:>S—/dt kc 1_6_2 (4.61)

:=L=Lagrangefunktion#invariant

Identifikation von & fiir v < ¢:

[ 02 v? vt ko,
L =kc 1—§:k‘c 1—2—62—1—0(;) = ke —Q_CU +...=k=—-mc
const.

~——
!
= %va
nicht-relat.
kinetische

Energie

Relativistischer Impuls:

. 0L oL , —2% muk 5 K
= — = — = —M¢C = — mv = mu
p 9ik — Quk 2\/1 e \/1 ~ 2 v (4.64)

p* = mu” entspricht der Erwartung, &k = 1,2, 3.
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Lagrange-Gleichung: (aus Hamilton-Prinzip, S = § [ d¢tL = 0)

2% * (4.65)
= 2% = zyklisch
Definition: Impuls-Vierer-Vektor
Pt = mu” (4.66)

0

Es stellt sich also die Frage nach der Bedeutung von p° = mu® = mcy?

Hamilton-Funktion und Energie:

~—

3
k:pk
k=1

. me ,(vr 1 ) (4.67)
= ymv~v +T:7mc — + = | =ymc

22
=p’c = \/m2ct + p?c?

Da & = 9L = 0 ist, gilt H = const =: E.

Bemerkung:

H(z" p*) = i*p* —L(a*d%), &% =

e Die Folgerung von H =T + V aus L = T' — V gilt nicht, da T keine bilineare
Funktion der v* ist!

e Da /' = const aus %—If = 0 folgt, wird £ = pc = h als Energie des Systems
definiert.

Hamilton-Gleichungen:

o0H :
Pk = ok 0, ¥ = zyklisch, p* = const.
x

o OH _ 2pFc? _ pFe (4.68)
opF 2\/m204 +p2e? \/m262 +p?

Die letzte Gleichung ist somit konsistent mit p* = yma*.

4er-Impuls freier Teilchen p* = mu#

e Energie-/Impulserhaltung (£ = const und p = const.) wird in der SRT zur
4er-Impulserhaltung p* = const.

116



4. Spezielle Relativitditstheorie - kovariante Formulierung der E-Dynamik

Invariante:

c2 Z

= m?u? = m?c® = const

—(p")2 2 = _
r=0) e = (4.69)

— Energie-Impuls-Relation (Massenschalenbedingung fiir Teilchen)
Bemerkung:
Gilt auch fiir masselose Teilchen (m = 0) — z.B. fiir Photonen:

E = clp| (4.70)
Lorentz-Trafo:
= Ap”, 4.71)
falls
ot = A 4.72)

d.h. p” = E/c transformiert sich wie z° = ¢t und p wie z.

Gesamt-4er-Impuls ist erhalten bei Teilchenstofen:

N freie Teilchen {p!'}¥,, p? = mic?.

Das Experiment zeigt, dass beim Stof8 (Wechselwirkung) Teilchen sich umwan-
deln konnen, oder auch ganz neue Teilchen entstehen konnen. Man erhilt dann:
M freie Teilchen {k}}.,, k2 = M7c?.

Der Energie-Impuls-Satz hefert dann:

N M
St ="k (4.73)
i=1 j=1

Bemerkung:
Der Satz gilt klassisch und quantenmechanisch stets bei zeitlicher und raumli-
cher Translationsinvarianz (= abgeschlossenem System!)

Z.B.: elastische, klassische Streuung: (M = N, m; = M,):

L ({=f'},{a)'}) = L ({af + "}, {rb”})
;so_%L Z Zdt< ) sz

0 13L laH 1dH
_ i il 475
0 aaoL cOt ¢ ot c dt ( )

(4.74)

Beispiel: Teilchenzerfall 7= — p~ v,
Das Pion 7~ habe die Masse m,, das Myon p~ habe die Masse m,, und das
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Myon-Neutrino die Masse m,, ~ 0.
Im Ruhesystem des 7~ :

(p2) = (mac,0), p2=mic (4.76)
(52) = (Bufen,) . R=BUE—p=mi @
() = (Eu/ep,), wE=E2/c—p2 =0 (4.78)
Energieerhaltung:
m.c=E,/c+E,/c 4.79)
Impulserhaltung:
0= p, +p, (4.80)
Setzen wir nun Gl. (4.80) in (4.77)-(4.78) ein:
(Eﬁ _ Eﬁ) [ =m2e?, 4.81)
d.h.
(E.+E,) (B, — E,) =mc". (4.82)
Gleichung (4.79) besagt, dass
E,+ E, = m,c* (4.83)
Somit erhalten wir:
= m.c*(E, — E,) = mic4
1 m?c? 1 m?c? (4.84)
E - = 2 # E = — 2 — H
I M K

Bemerkung:
Die Zerfallsrichtung ist nicht festgelegt: Isotroper Zerfall bei unpolarisierten 7~ !

4.4 Kovariante Formulierung der Maxwell - Glei-
chungen

Kovariante Differenziation und Integration

) A
e Betrachte Lorentz-Transformation > — >’

' =AY, ot = A

4.85

o, =N"x,, x,=AN,2, (4.85)
or*

A 4.86

T (4.86)
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e 4er-Gradient: p 5 5 5 5
A T
— . — AV 4.87
OxH - ox'*  Oz'* Oxv o Oav’ (4.87)

d.h. 6% transformiert sich kovariant (wie x,,)
X
Wir definieren:

) 1 Ozl
0u :%—(E@,V), Z: :
% (4.88)
» -2~ (4,5
Oz, c
1 1

= 0,0" = 09, = gaf —-V? = 0—233 — A = [0 = invariant (4.89)

e Volumenintegral:

d*r = d2’dz = dz’dxtds?da? (4.90)
/
diz Sty = ‘0_93 diz = |det A| d'z
Ox —— (4.91)

= d*x = invariant
Aber:

1
dBr = ;d?’g’ (4.92)

gilt fiir ein Volumenelement, das in X’ ruht. Dabei ist 7_1 =4/1— Z—i der Boost-
faktor fiir die Langenkontraktion in Boostrichtung!

Invarianz der Ladung:

Beobachtung: Ladungsmengen ¢ sind Lorentz-invariant, d.h. ¢ = intrinsische Kenn-
grofBe von Teilchen.
— Frage nach dem Transformationsverhalten von p und ;7

Betrachte ein Ladungselement Ag:

Yo: Ruhesystem von Ag, d.h.

Aq = podVy, jo =10, po = Ladungsdichte im Ruhesystem (4.93)

3t System, in dem sich ¥ (d.h. Ag) mit v bewegt.

= Aq = pdV = pydV, = invariant
1
dV = ;dVO = p = "Ypo (4.94)

=] =p0="1p0
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Somit erhalten wir

(c : p,i) = po (¢y,v7) = po (u") = kontravariant,

denn py ist per Definition invariant und (u*) ist kontravariant.

Wir definieren also:
(J") = (C,O, l) = 4er-Stromdichte

Die Kontinuititsgleichung erhalten wir somit in X zu:

1
0=0p+Vj= Zatjo + Opj* = 0,j" = invariant

4.4.1 Maxwell-Gleichungen fiir &, A

In Lorenz-Eichung gilt unter Einschrinkung auf Felder im Vakuum:

D@ - p/eo
UA = poj

1
0=500+Y A
C

j* = (e, J)

ist ein kovariantes Objekt und bestimmt ¢, A.

Die Inhomogenitit

— Vermutung, dass eine Kombination aus ®, A einen 4er-Vektor bilden.

Ansatz:
At = (kD, A)
— Einsetzen:
° 1 1 &
0= —28td>+2-é: - 0P + 0LA" =0, A"
c c
=k
1
= (fo)
c
y OA* — O (Q,A) - lch,DA)
c c

(P N\ P\ N
=\ —Ho] | = o J | = Ho\¢p,] | = HoJ
C€g Cé€ollo
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= Maxwell-Gleichungen fiir A* = (CID /e, A) in Lorenz-Eichung:

OA* = pgj*, 9,A" =9A=0 (4.103)

A* wird als 4er-Potential bezeichnet.
Zur Eichfreiheit:

e FEichtransformationen lassen sich ebenfalls kovariant schreiben:

O =d— 9y,
A— A =A+Vy, (4.104)
o AR AN = AP — OFy,

wobei x eine beliebige Funktion y(z, t) ist.

e Durch die Invarianz von 0A = 0 gilt die Lorenz-Eichung in allen Inertialsyste-
men gleichermaBen oder in keinem. Es verbleibt eine Eichfreiheit trotz 0A = 0:

AF 5 A = AP — 9y mit Oy =0
—
invariante (4.105)

Bedingung

e Nicht kovariante Eichungen sind zuldssig (z.B. V - A = 0), aber die Eichbedin-
gung dndert ihre Form unter Lorentz-Transformationen. Solche Eichungen sind
durch nicht-Lorentz-invariante x(z, t) realisiert.

Kovariante Form der Feldstirken £, B (£, B) sollte ein kovariantes Objekt bilden (Ten-
sor!) aus 4er-Vektoren A", O* sein.

— 6 Komponenten, d.h. Rang > 1 (entspricht 4er-Vektor mit 4 Komponenten)

— Tensor F'*¥ 2. Stufe?

e allgemein: 4 x 4 = 16 Komponenten — Einschrinkgungen?
o [ = FH: 10 Komponenten
o [ = —["F: 6 Komponenten! Ok?
Zusammenhang zwischen (£, B) und A*:
e Umformung von B’ (mit Summenkonvention):
= IFVIAF = ikl AF
Bl — _€1jkajAk — —612382143 _ 613283142 — 83A2 _ 82143 (4106)
B?=09'4% - 9°A!
B3282A1—81A2
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Wir machen somit den Ansatz:

FH .= grAY — oV A" (4.107)

e Esist also noch zu iiberpriifen, ob £ = —V® — 0, A Teil von F* ist:
FRO _ gk 40 _ g0 Ak
= a’% —o0'Ar (4.108)
= —ak? — latA’“ g
c ¢ c
Der Ansatz ist also in Ordnung.

Wir nennen folglich

0 —F'fe —Ffe —B,
B/ 0 -B® B?

FHY — P AY — Y AN — 2, B 0 _p (4.109)
Bl —B? B! 0
den Elektromagnetischen Feldstirketensor
Verifikation der Eichinvarianz von F'*¥:
Fr— P — gAY — 9P A = 9M(AY — 34Y) — 9 (A — 0EY) (4.110)

= QAT — A = P

Maxwell-Gleichungen fiir F'*:

e Inhomogene Gleichungen:
OA* = pog* mit 0A =0

i = DA” = 3, (9" A")

— mw AV QY 1Y
=0

= 0, ("AY — 0" A"y = 0, P

B, F" = pioj” (4.112)

kovariante Formvon V £ = p/epund V x B = pupj + 0, E/ c2. Die Verifikation
erfolgt durch Einetzen (— Ubung)
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e Homogene Gleichungen:

Inhomogene Gleichungen fiir j# = 0: | Homogene Gleichungen:
VE=0,VxB=0E/c VB=0,VxE=-0,B

= Falls es eine kovariante Operation gibt, fiir die

FW = F™ | pp | (4.113)
B——FE/c

so dass F* = Tensor 2. Stufe, so lassen sich die homogenen Maxwell-Gleichungen
schreiben als 0, F'* = 0.

Konstruktion:
FH . — le‘“’p("F

2 po s

4.114)

wobei hierbei der total aysmetrische Tensor im 4-dim. Minkovskiraum auftritt:

+1 (uvpo) = gerade Permutation von (0, 1,2, 3)

e — ) 1 (uvpo) = ungerade Permutation von (0, 1,2, 3) (4.115)

0 sonst

Bemerkungen zu /777

e Es gilt:
€uvpo = g,uozguﬁgp'ygmi‘EOLﬂ’y(S = —er? 4.116)
e ¢"P7 ist ein invarianter (Pseudo-)Tensor:
e A ¢ mit
G/IWpU _ AMaAyﬁApfyAagﬁaﬁ’ya
= det A -e""P? 4.117)
=+1

Bei eigentlichen Transformationen ist det A = 1

Anwendung:
~ 1 1
FOl —— 0123F - 0132F — F
¢ e i =t (4.118)
= g2;¢93z/FW =F* = —B
~ 1 1
F12 — 1203F - 1230F — F
g€ fus g o= Fos (4.119)

= gouga " = —F = /e
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analog erhilt man die weiteren Komponenten:

0o -B' -B> _p3

B 0 E3/c —E?/c _p

B*> —E3/c 0 E'/c B e (4.120)
B® FE?/c —E'c 0

v =

= Dualer Feldstirketensor

= 8MF“” = 0, kovariante FormvonV B=0,V x £ = —0,B
(Verifikation durch Einsetzen = Ubung)

Lorentz-Transformation fiir Felder

v
IR 3 3] bewegt sich in 3 mit der konstanten Geschwindigkeit v = | 0
0
= F'" = AP N g F*P
v =By 00
—fy v 00 v 1
n _ —. - _ — —
(Au)_ 0 0 10 _'A75_077 (1 ﬁ)2
0 0 01
0 —E'Yc —FE?*/c —FE3/c
E'/c 0  -B® B2
=M g2y B o -p |°
E3/c —B? B! 0
0 —E'/c Y(=E*/c+ BB%) ~(—E°/c— BB?)
_ E'/c 0 V(BE*/c = B%)  ~(BE®/c+ B?)
V(B /e = BB°) y(-BE*/c+ BY) 0 ~B!
V(EP/e+ BB?) y(—BE®/c— B?) B! 0
4.121)
d.h.
Ell — El

E? = y(E* —vB?) =~ (E +v x B)? (Index oben, kein Quadrat!)  (4.122)
E® =4(E® +vB%) =~(E +uv x B)®

B'* analog!
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= Verhalten der Anteile || bzw. L zu v = ve;:

o E|=FE'¢;=FE'e, = E|, (4.123)
o F\ =v(E, +ux D), (4.124)
wobei £ | = E?e, + E3e,, etc.
Zusammenfassung:
2 4.125)
v g (
Ei=(E-v) —=—1 " (E-v)-
= (E-v) 2 (2 —1) (E-v)-v
/ / /
=E +7v(E, +uxB) (4.126)
=1 —=7E;+v(E+uvxDB)
,YQ
E=-——"_(E-v- E B 4.127
E CQ(1+7)(_ v)-v+v(E+uvxDB) (4.127)

Die Transformation von B wird analog berechnet, bzw. eleganter abgekiirzt:

P = F E—cB
e ; (4.128)
v v o
B =By = N F
B'—-E'fe B—E/c

= Anwendung der Ersetzungen E(l) — cﬁ(/), Q(l) — —E(l)/c auf Gl. (4.127) mog-
lich:

2

/ gl 1
B = — B-v)-v+ B — E 4.12
B 211 9) (B-v)-v 7(_ CQQX_) (4.129)

Invarianten der Felder

o FI'E, = .. =—2E*/?+2B* = —2E"/? + 2B"” (4.130)
0 >0
<

= FEin reines F-Feld kann durch Lorentz-Transformationen nicht in ein reines
B-Feld verwandelt werden und umgekehrt! (Invarianz des Vorzeichens von F),,, -
Fr)

o F'"F, = —4E-B/c (4.131)
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4.4.2 Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

Betrachte X, ¥’ wie oben mit:
e Punktladung ¢ ruht in ¥’/

e Beobachter, der im Ursprung von X sitzt.

0
In¥:qruhtina = | a |, dh.
0
E/( / q @l _Q/ B/( /) 0
—= T =
—vt
Der Beobachter befindet sich im Punkt 2/(#') = [ 0 |[. (aus Sicht von ¥)
0
vt
In 33 g ist lokalisiert in a(t) = | a
0
— E-Feld, das in £ = 0 in X gemessen wird:
e ||-Komponente:
ploplo 4 v
47eg (11275’2 + a2)3/2
q -yt

B 4reg ' (02722 + a2)3/2
e | -Komponente:

q na

E*=~(E? —vB°)=~FE?= -
=0

4meg (027212 + a2)3/2

E3=~y|E?+0vB” | =9E® =0 inz =0

Eigenschaften:

e Richtung von L£:

vt
tana = — = —
a2
E! vt ¢
— = — =tana«o
e a
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A X

”
E X

Abbildung 4.4: Die in ¥ bewegte Ladung ¢ erzeugt im Ursprung von ¥ ein E-Feld, welches immer
radial von ihr weg zeigt.

e Zeitverlauf der Komponenten in x = 0:

A

E.A

)
>
-~

1y
. >
—-h' E' i AE?_
Lal N\, Halberts-
E Z?&j 5
"+1_ 1'2,
i I +

ga

Abbildung 4.5: Der zeitliche Verlauf der Komponenten des E-Feldes beim Vorbeifliegen der Ladung ¢
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o4 const., t; = a const (4.137)
6v/3meqa? v \/§U’V voe oy '
A 1/2 ¢
B2 = ~consty, t = (229 1) T~ R (4a38)
4ega? vy Y

= Fiir v ~ ¢ (y > 1) wird der Feldpuls zeitlich in Flugrichtung kontrahiert und
die Komponente £/| o 7 iiberhoht!
(7, 1/y = relativistische Verstirkungsfaktoren)

e Feldlinienverlauf:

2" =

Abbildung 4.6: In X sind die Feldlinien ,,zusammengeschoben®.

B-Feld, das in z = 0 gemessen wird:

e ||-Komponente: B' = B"' =0

e | -Komponenten:

9 vV 3
B® = —fyc— E™” =0

(O —)
B =~—E" = : 5=
62 47T€0 (U272t2+a2>3/27 02 €oMo,
d.h.
vt
oq —v x aft)
— 01 t) = 4.140
B =i e g ) a(t) 8 (4.140)

~v-Faktor = relativistische Abweichungen vom Biot-Sarvat-Gesetz.

4.5 Lorentz-Kraft als 4er-Kraft

Im Folgenden betrachten wir ein Teilchen mit Masse m und Ladung ¢ im EM-Feld.
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Lagrange-Dichte:
Nicht relativistisch:

L —

relativistisch:

m
2

P —qP+qi A

L=

mc*  qu, A

il 2

(4.141)

(4.142)

Beachte: Der Wechselwirkungsterm ist bereits Lorentz-invariant, da v = Lorentz-

invariant, und somit

S = /dt L = /dT (vL) = invariant.

Wir kénnen somit die Lagrangegleichung formulieren als:

aoL oL
dt 0k  Oxk

zﬁzzaﬁ<—mcv1—77““@*@xA

= yma* +qAF =: 7% kanonischer Impuls

——
= pF = Kartesi-
scher Impuls

L
% = —qO® + qit0, A

= qcdF A® — qitoF A

= e (040 — 00 4F) — gi? (0° A" — 0 AF) + e A* — g0 A*

= qcF* — ¢i' F* + ¢ ((?tAk + :i:zagAk)

J/

Frva, dAF
+

=1 e

dt \ Oi* oxk dt
dpk B qutu
dat

Man definiert die relativistische Kraft

-~

__dAk
=g

dA* Frvy, dA*

Ta U T

dpk
KF=—
dr
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und erhilt weiterhin:

dp*  dp* dt ke
—=— — =qF"%u,
dr dt dr (4.150)
~—
v
dp"
= o = K*, Lorentz-4er-Kraft| K* = qF"" u, 4.151)
-
Bedeutung der 0-Komponente:
Ek
c c
dp® 1 _, 1 _
LK — Z(gE - 4.153

= Leistung, die von Feldern an ¢ geleistet wird, im Einklang mit ¢p® = kinetische
Energie (+Ruheenergie) des Teilchens

Vergleich mit konventioneller Schreibweise:

dp” y
W _ qu”u— =q (Fkoc+ Fkgjcg>
dt v

—q (Ek _ ekzmx-éBm> (4.154)
=q(E+ixB)

Wir erhalten also wieder die gleiche Form wie im nicht-relativistischen Fall, jedoch ist
zu beachten, dass
pk = ymak (4.155)

— d.h. keine weiteren relativistischen Korrekturen (z.B. durch weitere ~-Faktoren)
Hamilton-Funktion

H(z,m)=m-&— L
mc? + qui, A¥)

=r-z+
fy

m2c + (x — qA)’

_ (r—qd)” 4
my
m2c® + p? (4.156)
my

=pc+qd

=cy/m?c? +p* + q®

= cy/m2c + (1 — qA) + q®
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Dies ist die Gesamtenergie des Teilchens, welche konstant ist, falls %—? = 0, also falls

9 _
ot

o4

O_E'

(4.157)
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5. Elektromagnetische Wellen und
Abstrahlung

5.1 Wellengleichung und ebene Wellen

Wellengleichung fiir £ und B:

Wir betrachten lineare, isotrope Medien, d.h. D= ereoﬁ, B= umoﬁ . Entkopplung
von E und B in den Maxwell-Gleichungen:

— —

Vx| VXxE| =V |V -E| -AE
——

~—— v
7§ Er€Qn
. . 4 = (5.1)
==V X B=—pop,Vx H=—ppoj — pirpioD
. Vp 5
= eppiréoplo O E — AE = ——— — ji, 10},
~—— €r€0
wobei ¢ = /=, n = \/& i, = Brechungsindex.
1
0:= 383 — A d’Alembert-Operator fiir Medium (5.2)
c
Somit konnen wir schreiben
q v 5
0F =~ — 05, (5.3)
€r€0

 ist die Lichtgeschwindigkeit im Medium. Analog hierzu erhilt man durch V X (ﬁ X

B), dass
08 = pop,V % j (5.4)

Bei Einschrinkung auf nicht-leitende Materialien p = 0, ; =0

=0OE=0, OB =0. (5.5)
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Betrachtung der 1-dim. Wellengleichung:

1
C/—Qﬁfu —u=0, u=u(z,t) (5.6)
Variablentransformation: { = x — dt, n =z + 't
S s, t= (&) (5.7)
T = 9 n, t= o0 n :
ox ot 1 1 1 1
Of = —0,+ =0, = =0, — —0, 0p==0,+—0 5.8
I T T S W N A R Wi (5-8)

Somit kann man schreiben:

1
0— ((7283 _ag> u

= (l,at + ax) (l,at - az) u (5.9)
C C

AN

Vv Vv
=20, =20

= 0= 0, 0cu(§,n)
=w(€n) (5.10)
= 0v =0

Also ist v = f(&) eine beliebige Funktion von €.

detn = f(£)
= u(&,n) = [ d& f(€)+g(n) (5.11)
——
=f(€)
Somit erhalten wir, dass
uw(z,t) = f(x —t) + g(z + t), (5.12)

wobei f, g beliebige Funktionen sind, wobei die Funktion f einen ,,Wellenberg*‘beschreibt,
der sich mit der Geschwindigkeit ¢’ nach rechts bewegt, und g einen Wellenberg, der
sich mit ¢’ nach links bewegt.
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S

r's €(X) K %» (X)
—_—
—

\

! U Lo
% - ct=konst. x+c't=kongt.
> %=t rkangt] L x=- ctrkang.

Abbildung 5.1: Zwei Funktionen f(z) und g(z).

3-dimensionale Wellengleichung:

1
0= Wﬁfu — Au
cl (5.13)

— Ubertragung der Losung des 1-dimensionalen Falles:

f(@=2cty+g(@+c't), (5.14)

u(r,t) =
wobei f, g beliebige Funktionen sind und ¢’ = ¢’ - €, € = beliebiger Einheitsvektor.

Wellenfronten = Punkte gleicher Phase — charakterisiert durch
(5.15)

. o 2
TF 't =const & &' - & =+t + const.,

~
=Gleichung fiir Ebenen &’

d.h. GI. (5.14) beschreibt ebene Wellen.
f(Z — c't) : Wellenfronten mit Geschwindigkeit ¢’ (5.16)
g(Z + ¢'t) : Wellenfronten mit Geschwindigkeit — ¢’ '

Aber: GI. (5.14) beschreibt nicht die allgemeinste Losung der Wellengleichung!

Der Weg zur allgemeinen Losung der Wellengleichung

1) Separationsansatz: u(Z,t) = v(Z) - w(t)
Av 4 (5.17)
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

s+ (k)*w =0, Av+kv=0. (5.18)

Wir wenden uns zunéchst der zeitlichen Komponente w(t) zu:

— Losungen:
+iwt

w=e"™ wi=dk>0 (5.19)
falls £ > 0. D.h. falls ¢ = const (unabhiingig von k) liegt eine harmonische

Schwingung vor mit:

e Schwingungdauer T’ = 2%

= 1w
e Frequenz: v = 7 = =

Nun betrachten wir die riumliche Komponente:
Av+ kv =0 (5.20)

Dies ist eine homogene Helmholtz-Gleichung.
— Eingenwertgleichung fiir v(Z) vom mehrdimensionalen Sturm-Liouville-Typ.
— Losungen und Eigenwertspektrum héngen von Randbedingungen ab.

Meistens gilt aber: k% > 0

Wir erhalten somit insgesamt:
U;(j[)(f, t) = Tt 0 (7) (5.21)

Spezialfall: harmonische ebene Wellen (keine Randbedingungen an v(Z) )

Nochmals Separationsansatz:

’U(f) = Ul(Il)U2($2)U3(I3) (522)

"

= " const = —K? (5.23)
Unp,

wobei k% + k3 + k3 = k*. D.h.

o + k2v, = 0. (5.24)
Losungen:
= b R (Gt ) 529
Losung fiir v:
) ) k1
v (F) = ethmgihenagibsrs — b7 — | by | = Wellenvektor — (5.26)
ks
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Wir erhalten somit harmonische Wellen zu:

()= _ iE-a‘ciiwt
u:(T,t) =e (5.27)

mit w = ¢ |E |, k € R3. Reelle Losungen bekommt man durch Bilden von Real-
teil bzw. Imaginérteil der obrigen Losung.

K
Lellen-
Evonten

Abbildung 5.2: Die Wellenfronten geniigen der Bedingung k' = twt + const.

Wellenldnge = Abstand von Wellenfronten gleicher Phase:

_27r

A==
[kl

(5.28)

== — 2 =
= o |—»| = (5.29)

Allgemeine reelle Losung
Die allgemeine reelle Losung erhalten wir durch Superposition — Fourier-Integral

. dgl; P\ kT —iw d3’lg N\ ik Eiw
u(Z,t) :/W a(k)e™® t—l—/ 2n)? b(k)ehetit (5.30)

-, -

wobei a(k) und b(k) beliebige Funktionen sind, so dass das Integral wenigstens als
Distribution existiert.
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Wellenpaket und Dispersion
Wellenpaket:

Spektralfunktionen a(k), b(k) umfassen nur einen beschriankten Bereich, der sich um
ein festes kg konzentriert. Mittels Fourier-Transformation kann man sehen, dass sich
die Wellenanregung im Bereich um (Z £ ¢'t) konzentriert. Mittels

Ax® = ((z = (@))"),
AR = ((k — (k)")

-, -

(5.31)

(Mittlere Schwankungsquadrate von (%) und a(k) in einer Dimension) erhilt man die
Unschirferelation:

Az - Ak > % (5.32)
Beispiel: GauB3’sches Wellenpaket in z3-Richtung
- 1 (ks — ko)?
— 3 2 2
g(k) = (2m) 5(331)5(962)Ak\/% exp [ INE (5.33)
Erwartungswert von k:
0
- Sk - - -
(k) = s kg(k) =ko=101,
(27)
ko (5.34)
. Bk o
) = [ e Fall) = B+ AR
d.h.
(k= (k))*) = AK® (5.35)
= d3]; N ikT—iwt
@) = [ s ol
_ Oodk 1 _(k?: - kO)2 + ik . " (536)
T AR TP T A TR T,

Bemerkung: Man kann dies auch schreiben mit a(k) = g(k)f(w), b(k) = g(k)0(—w),
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

so dass die Welle nur in positive x3-Richutng l4uft.

) i | ks — ko | )2
= | dky ——— - — V2Aki(zs — 't
u(x ) / K Ak 21 P [ ( \/§Ak; Z(x3 ¢ )

—2Ak? (25 — 't)? + iko(w3 — c't)]

o

= exp [—ZAICQ(.I — c’t)Q} eiko(zs—c't) | / dk 1 _M
3 ° Akv2T INE2
=1, obwohl & € C (Be-
weis — Funktionentheorie)

exp

o ($3 B Clt)Z iko(z3—Cc't)

J/

GauBverteilung um (z3 —
ct) mit Schwankungs-
quadrat Az?, wobei Az -

Ak =1
(5.37)
Wellenpaket mit Dispersion
w(k) # const - k,dac = d(k), n=n(k)
— Entwicklung fiir schmale Wellenpakete im k-Raum:
w(k) = wlke) + (k — ko) - Viw(k) e
0
— (5.38)
:%: ko.gko
wobei wir die Gruppengeschwindigkeit c, definieren:
dw S .
Cqg = T b Cqg i = Cy4€hy (5.39)
sowie die Phasengeschwindigkeit c,:
k
¢, = “’ECOO), & =yl (5.40)
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Anwendung auf ein Wellenpaket: a(k) # 0 fiir |k — ko| < Ak:

= dSE 7 i(kf—w
(@ 1) = / e olF) i RE—(k))
=exp|i(k—ko)Z-+ikoZ—iw(ko)t—i(k—ko)Zgt+...|
. 37 o (5.41)
_ piko(@-5t) &’k a(lg)ei(kfko)(ffé’gt)_i_m

(27)°

——
Phasenfaktor - ~
=f(@-&t)—Wellenform

5,

F Re Cu)

Abbildung 5.3: Zu beachten ist, dass ¢, > ¢ moglich ist, jedoch ¢, > ¢ nicht mdglich ist (Relativi-
titstheorie). Mit ¢, wird keine Information transportiert!

5.2 Ebene, monochromatische, elektromagnetische
Wellen

Wir betrachten den Fall der Ausbreitung im freien Raum (keine Ladungen/Stréme).
Dann geniigen die Felder den Wellengleichungen:

OE=0, OB=0, O=—=0?—A (5.42)

E(@t)\ _ (Eo\ sz _ [Eo\ sia—en (5.43)
B(7,1) By Bo 7
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

wobei k = kéy, w = dk, ¢ = cé). Dabei werden E und B zu reellen Losungen
durch Bilden von Realteil/Imaginérteil. £, und By sind im Allgemeinen komplex.

Zusammenhang zwischen EO, ]§0, k durch Maxwellgleichungen:

0 = kLE, E, (5.44)

. 0=V-B=ik-B=k-By=0 = kLB, B, (5.45)

. VxE=ikxE+—-B=iwB=kxE,=wB, = E,EyLB,B,

(5.46)
= (k, E, B) bilden ein ,,Rechtssystem “.
e V x H = —D liefert keine neue Bedingung (automatisch erfiillt).
Polarisation:

Die Polarisation ist bestimmt durch die Festlegung der komplexen Amplituden EO und
B(). O.B.d.A.sei k = k’é};
Parametrisierung von Ej:

. Eqg |Eol - ?i“)'
EO = E20 = |E20| : Gerus (547)
0 0
Somit folgt, dass
L L 1 0 Eqo —Fy
BO = — X Ly = o 0] x E20 = E10 s (548)
w “\1 0 “\ o

wobei —m < @, 0 <7

| Eo| cos(kxs — wt + )

(@ 1) =R {Eoeikws—iwt} — | 1B cos(kas — wt + ¢ + ) (5.49)
0
B PoL —|Eg| cos(kxs — wt + ¢ + 0)
B(Z,t) == —x E=— |E1o| cos(kxs — wt + ¢) (5.50)
w c

0
Eigenschaften der Welle:

e Fiir jedes k gibt es zwei Polarisationsfreiheitsgrade, z.B. x; »-Richtungen fiir
k = kes. Die Intensitéit der Richtungen ist durch | Eyo| und | Ey| festgelegt.
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

e ¢ ist eine globale Phasenverschiebung (also physikalisch uninteressant).
e ) legt den Polarisationstyp fest:

-0=0Vm:
. | Eol
E = | £|Ey] | cos(kzz — wt + ¢) (5.51)
0

Abbildung 5.4: Der Winkel « ist gegeben durch tan o = i%, d.h. er #ndert sich zeitlich nicht!
Wir erhalten somit eine lineare Polarisation in der Ebene, die um « ggii. der x;-
Richtung geneigt ist.

.
. | E1o] cos(kxs — wt + )
E = :F‘E20| sin(kacg, —wt + QO) (552)
0
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

by 5= 1 1% 8=-T
\&_/ €1 R \&/ EA
o™

"rechtshandig"

Abbildung 5.5: Elliptische Polarisation: mit 1 /x2-Achsen als Hauptachsen. Fiir |E1g| = |Fal
spricht man von zirkularer Polarisation.

— andere 0: auch fiir andere ¢ erhilt man elliptische Polarisation, jedoch mit
gedrehten Hauptachsen.

Energie-/Impulsfluss:

S=FExH=ExB/(u0)
]. — E —
= Ex|—xFE
Hor o w
I | |
—F2. 2. - _ ( _) E
W e lo w Hr o
~ S (5.53)
k - Ak == g
= D-E)= (DE) =c'(DFE)
E€r€o by oW w

Wel +Wmg
wobei
We = Wng = €T2€0 [|Ero® cos? (ks — wt + @) + | Eaol* cos®(kxs — wt + ¢ + 6)]
(5.54)
Zeitmittel: €60
Wel = Wimg = TT (|Ewol* + | Eaol?) , (5.55)
d.h. fiir den Poynting-Vektor:
(S) = @ - (Wt + Wing) (5.56)
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Strahlungsdruckdruck:
Die Impulsdichte ist gegeben durch:

DPrela = D X B

= GrEOMrMOE x H (5.57)
1 ~ —
= ?S = gek (wel + wmg)

Bemerkung zur Quantenmechanik (im Vakuum):

Die von uns soeben betrachtete ebene Welle mit & der E-Dynamik entspricht einem
Photonenstrahl in é:

E, = hv = hw = feste y-Energie, n., = Dichte der Photonen (5.58)
Die Energiedichte ist dann also
w=FE, -ny, =n,hw. (5.59)
Falls die klassische Relation von oben weiterhin gilt, ist

. w_, hw, >
Preld = €k = ~ €k Ny = hk Ty,
deBroglie-Impuls

eines Photons

(5.60)

d.h. in der klassischen E-Dynamik hergeleitete Zusammenhang macht auch in der QM
noch Sinn.

5.3 Wellengleichung — Cauchy-Problem und Huygens-
Prinzip

Typische Anfangs- und Randwertaufgaben:
Suche Losung der inhomogenen Wellengleichung

Ou(Z,t) = f(Z,1) (5.61)
mit gegebener Inhomogenitit f (7, ¢) zu Anfangswerten u(, o) und @ (7, ty) = Opu(Z, to)
a) mit Dirichlet’schen RB bzw. mit von Neumann’schen RB, oder
b) |u(Z,t)| — 0 fir |Z] — oo, fiir feste ¢ ,,hinreichend schnell*“(= Cauchy-Problem).

Eindeutigkeit der Losung:

Beh.: Die Losung des obigen Anfangswertproblems a) bzw. b) ist eindeutig.
Beweis:

Seien u; und uy derartige Losungen, d.h. u = u; — uy erfillt Du(Z,¢t) = 0 mit
u(Z, tg) = 0 = a(Z,t) Ve.
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

— Zu zeigen ist nun also, u(z,t) = 0, V&, t

t1
0_/dt/d3quu, daCu =0

to Vv
t1
O e
= [ dt | &°F —2uu—uAu
c
to 1%

to 1%
t1
1 t . . 1 L oN\2
_—/d3fu2 1—/dt jf dA-(uVu> +—/d3f( u> '
202 to 2 to
|4 to A(V) Vv

— 0 durch Rand-
bedingungen

1 1 - 2 1 1 -
=5 / &7 [gu(f,tl)u <Vu(a?, m) ] -5 / d%M
1% Vv -

=0 wegenVAnfangsbe—
dingungen

(5.62)

= 0(Z, 1) = 0 und Vu(Z, t;) = 0 fiir beliebige (&, ;)

= u(Z,t1) =0VZ,t; qe.d.

Cauchy-Problem der homogenen WG in 1 dim.

Problem: (507 — 02) u(x,t) = 0 mit u(z,0) = @o(x), u(x,0) = 1(0).
Aus 5.1 ist bereits bekannt, dass u(x,t) = f(x—ct)+g(x+ct), wobei f, g beliebig.

o(z) = u(z,0) = f(z) + g(z)

(5.63)
= () = f'(x) + ¢'(2)
pi(x) = —cf'(x) + cg'(z) (5.64)
= (o) = 5 |#ba) + 1)

2 (5.65)

= g(x) = %SOO(JU) + %C/dfgol(f) + k, k= const.

0
= f(z) = @o(r) — g(x)

1 1 i (5.66)

— swle) = 5. [ dm @) -k

0

144



5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Somit ist die allgemeine Losung:

u(z,t) = f(x —ct) + gz + ct)
z+ct

1 1 5.67
:—[gpo(x—ct)—i-tp(x—f—ct))—f—% / dT ¢1(T) ( )

2

—ct

Man bezeichnet diese Losung auch als d’Alembert’sche Losungsformel, wobei:
u(z,0) = @o(x), u(z,0) =wu(x,0) = ¢1(x). (5.68)

Betrachte nun das sog. Abhdingigkeitsgebiet, d.h. den Bereich in (z,t), der durch
eine Storung bei (g, ty) beeinflusst wird. Wihle 0.B.d.A. (zg,ty) = (0,0):

e y(0) beeinflusst (x,t) = (£ct, t) = 2 Punkte fiir festes ¢, diese entsprechen den
Wellenfronten mit scharfer Begrenzung in ¢.

e ©;(0) beeinflusst (x,t) mitx + ¢t > 0 Az —ct <0, d.h. |z| < c|t|
— Abhingigkeitsgebiet = Intervall in z fiir festes ¢.
— Wellenfronten bei © = +ct haben keine scharfe Begrenzung in .
= Nachhallen der Welle

Cauchy-Problem der homogenen Wellengleichung in 3 Dimensionen
Analogon zu d’ Alembert-Formel der 1-dim. Wellengleichung:

1
At

/ - 1 / =/

|Z—7|=ct |E—7 |=ct

U(Zf, t) = 3t

(=Poisson-Formel) 16st Ju = 0 mit u(Z,0) = ¢o(Z) und u(Z,0) = 1 (7).
Beachte:
Das Abhiingigkeitsgebiet zu ¢,(0) und ¢, (0) = Kugelschale mit |Z| = ¢|¢|
— Wellenfronten zu ,,Elementarwellen®, kein Nachhallen! (Huygens’sches Prinzip)

Beweis der Poisson-Formel in 3 Schritten:

Schritt 1:
Betrachte die iiber die Kugelschale um 7, gemittelte Funktion:
_ 1 o
u(r,t) == - / dA" u(Z,t), (5.70)
K’r(fO)

wobei K,.(Z) dafiir steht, dass hier iiber 7’ integriert wird, fiir welche gilt |27 — 2| = r.
(Spiter wollen wir hieraus u(%y, t) durch r — 0 riickgewinnen.)
Behauptung: u(r, t) erfiillt die 3-dimensionale Wellengleichung:

(éaf - %aﬁar) u(r,t) =0, (5.71)
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

falls Clu = 0
Beweis von Gl. (5.71): Auswertung von

1 — —
A(r,t) = gaf / 7 u(i ) t) (5.72)

|Z"—Zo|<r

auf zwei Arten:

1 T
A(r,t) = —28§/dr’r’2/d§2’ u(Zt) ‘ , (5.73)
c & —Fo|=r"
9 0
— 1 —)
A(r,t) = d*7 gﬁfu(x’,t)
& —&o|<r —
= Au = V(Vu),
daldu=0
J— _)/ . = g
-t dA" - Vu(Z,t) (5.74)
KT'(fO)
= /dQ’ r20u(Z,t) .
T —Zo|=r
:7’28T/dQ’ (@, t) o
T —Zo|=r
Bilde nun jeweils 0, A(r, t):
1
Lopr / 4 u(7, 1) — 9,120, / 4 (7, 1)
c J |7 —Zo|=r J |7/ —Zo|=r (5.75)
:47:5((7’,15) :471%,(7",1,‘)
Also erfiillt w(r, t) die Wellengleichung (5.71).
Schritt 2:
Betrachte die Funktion v(r,t) := ru(r,t). v erfiillt die 1-dimensionale Wellenglei-
chung:
Lo [
gat V= C_28t u

_ 1 v
(5.71) . —23r7“23r (_)
r r

_ 1y [rz (&““ _ 1)] (5.76)
r roor?

= % (00 + rd2v — Opv) = O2v
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= Losung: v(r,t) = f(r — ct) + g(r + ct).
Aber: f, g sind nicht vollig beliebig, daw = ¥ bei 7 — 0 beschrénkt bleiben muss.
— f(—ct) = —g(+ct)

v(r,t) _ % [g(r + ct) — gl(ct —1)] (5.77)

= u(r,t) = .

Dies beschreibt eine allgemeine Kugelwelle mit g = beliebig.
Schritt 3:
Anwendung auf u(7, t):

l(r +ct) — g(et)] — [g(ct —r) — g(ct)]

u(Zo, t) = 71ﬁi_r>noﬂ(r, t) = ll_r)% .

5.78
= let) o (ct) - (1) 78
= 2g'(ct)
Driicke ¢'(ct) durch Anfangsbedingungen aus:
® — _ 1 / =
u(r,0) = - / dA" po(2)
|7 —Zo|=r (5.79)
1
= 2 [gr) — 9]
Setze r = ct:

o — . ]' / =/

g(ct) — g(—ct) = ctu(et,0) = - / dA" oo (2") (5.80)
| —do|=ct

i(r,0) = A 1) = < [f(r) — ¢ (~1)]

. 0) =1 pi(@) = g'(r) — g (5.81)
&/ —Fo|=r
Setze wieder r = ct:

- 1 -

g'(ct) — ¢'(—ct) = tu(ct,0) = e / dA" o1 () (5.82)
|Z" —Zo|=ct

= u(Zo,t) = 24'(ct) = (5.80)" + (5.82)

1 3 1 L (5.83)
O\ [ Wa@| g [ @
‘.’E’—f@|=6t |.’Z"’—fo‘:Ct

O

Bemerkung:
Das Huygens’sche Prinzip giltin n > 1 Raumdimensionen, falls n ungerade ist, jedoch
nicht, falls n gerade ist!
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5.4 Green’sche Funktion der Wellengleichung

Ziel:
Losung der inhomogenen Wellengleichung:

u = C%@fu — Au = f(Z1) (5.84)

durch Integraldarstallung der Form

7t 47T/dt /d F 67, O F(F )+ uo(F,1),  (5.85)

wobei uo(Z,t) eine Losung der homogenen Wellengleichung ist (kann an Anfansbe-
dingungen bzw. Randbedingungen angepasst werden). Der erste Term ist eine spezielle
Losung der inhomogenen Wellengleichung.

— Suche die Green’sche Funktion mit der Eigenschaft:

1 — = 4l = = /
06 - (?‘93 _ A) GE LT 1) = dro(F — TV —F)  (5.86)

Konstruktion von G:

1) Fourier-Trafo der Zeitabhingigkeit:

o

a(z,w) : = /dt e™tu(Z,t)
- (5.87)
F@w) : = / dt e f(7, 1)
0= / dt ¢ (Ch — f)
- (5.88)
= / dt e (é@fu — Au— f)

Mittels zweifacher partieller Integration, wobei nach den Voraussetzungen fiir u
die Randterme verschwinden, erhalten wir:

7 2
0= /dt et (—%u—Au—f)
c

—o0 (5.89)
- (“ +A> i(7,w) — f(7w),
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d.h.

(A + k%) 4(7,w) = — f(7,w), (5.90)
wobei k = |icl Man bezeichnet diese Gleichung als inhomogene Helmholtz-
Gleichung.

2) Berechne Green’sche Funktion Gy, fiir die Helmholtz-Gleichung.

(A + k) G(Z, &) = —And(T — 7) (5.91)

Losungsansatz:
G = Gi(R) (5.92)

—»/|

mit R = |7 — &
(Motivation: G, = G(Z — Z’) wegen Translationsinvarianz, Gy, = G(|Z — Z'|)
wegen Rotationsinvarianz).

e Fir R # 0:
(A + k2)Gi(R) = (lam + k?) Gr(R) =0
R (5.93)
& 0%(RGy) + K2(RG) =0, k*>0
= Gi(R) = 1 (Ae“fR + Be‘”“R) (5.94)
R

o Fiir beliebige [2-Werte:

(A +E)Gr(R) = (A + k%) (%ei’m + %e"m)

A (%) R | 9 (6%) <§eikR>
1
R

=A

2
+ (Aei’“R) + %eikR + B[..(k = —k)]

(5.935)
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Mit R = | — &|, R =% — i

L 7 R
2 _ o tkR _ o % 1. ikR ~%
(A+k5)GL(R) = A | —4ndé(R) e : 2R3 ike 7
1 2 kR kQ kR
+R28R<Re )+Re + BJ..]
— 4| —ars(R) — 2 R
1 y k2
+§(MW+R ) 4 =< 1 B[]
= (A+ B)(—4m)é(Z — 7)
= A+ B =
(5.96)

3) Zeitabhidngigkeit durch inverse Fourier-Transformation:

(—k* — A)Gi(Z,7) = Amd(Z — T) ‘/dw —iw(t=t)

2 c? 27T

> 192 =
—>C—2(91 N

[d 1 o d ,
/ Z 22 —A | e G (7, 7) = And (7 — F) / Y emiw(t=t)

2T

—00

Identiﬁkztion mit
G(Z, t; 2, 1)

(5.97)
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o0

= Gz, 47, t) = / ;l_we—i“’(t—t/)% <Aez’kR i Be—ikR) Cw=ck
™
B / ;l_w}lz (Aettrt ) 4 perett=-)
™
1
R |4 (f'— <t—5)> + B (t’— <t+—)> , A+B=1

4) Retardierte und avancierte Green’sche Funktion: A = 1bzw. B =1

0 (t/ - (17 x)) (5.99)

|7 — 7|

GH(Z, 4,7 1) =

=Retardierte (A = 1) bzw. avancierte (B = 1) Green’sche Funktion.

= Retardierte bzw. avancierte Losungen der Wellengleichung:

1 o0
u®(Z,t) = o / dt’ / BEGI (Z, 2 ) (@) + uo(T, 1)
m
oo (5.100)

1 / (f’,tﬂF \55;;;/\>
- / ik + uo(Z, 1)

T 4r 7 — 7|

e Retardierte Losung u(H):
Quelle f zur Zeit t' beeinflusst Losung u*) zu spiteren Zeiten t = ¢’ +
|Z—2'] /
— >t
= Situation der Aussendung (elektromagnetischer) Wellen durch einen Sen-
der f(2',t'). Sei f(i,t') = Oflirt' < to — u™(T,t) = up(Z,t) fiirt < to.
e Avancierte Losung u(7):
Losung u(™) zur Zeit t steht mit Quelle f zu spiteren Zeiten ¢’ = ¢ +
@ > t in Beziehung.
= unrealistische Situation, dass die Qelle einlaufende Wellen weginterfe-
riert. Sei f(Z,t') = 0 fiir t’ > to — u (T, t) = uo(Z, 1) fiir t > to.

Kovariante Form der Green’schen Funktion:
Wellengleichung:

Ou(z,t) = 0"0,u(z) = f(z), "= (ct,T) (5.101)
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5 (2 —a)?) =8 | (w0 —ap)* — (x — ') | =6 (f(ah)

:f@))
§(xf — xf
= Z 0/ 0 2 Summe iiber Nullstellen z, ; (5.102)
| f"(0)] ’
B (5(:1:0—%—@—@’\) 6 (xg — zf + (z — 2'))
- 2z — 2| 2z — 2|
—>G(+;,,xo>${) —>G’(*)‘,,J:0<x6
1
= GH)(z,2") = —0 (x(zo — 2})) 6 ((x — 2')? :—G:L’tq: ) (5.103)
2T 0 4dme

u®) (z) = /d4$' GB (z,2) f(z) +up(x), OGH(z,2') =6z —2'), (5.104)

/ it — / dz, / ' = c / at / d'x’ (5.105)

das Volumenintegral iiber den gesamten Minkowski-Raum ist.

wobei [ug = 0 und

5.5 Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Betrachte eine zeitlich verinderliche Ladungsverteilung p(&,t), j (&, t) im begrenzten
Volumen V.

Abbildung 5.6: Information iiber das System (z.B. ® = const) dringt mit endlicher Geschwindigkeit
¢ nach auflen.
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

In Lorenz-Eichung gilt (vgl. 3.3):
OA = p1oj, 0P = r/e (5.106)

= Explizite Losungen durch retardierte Green’sche Funktionen:

2 |£—]
7 (71— 521
1= Ko 3 = ( ¢
A(TZ,t d’r 5.107
(#,1) = 47r/ 7 — 7] 107
14
1 [P (f’,t - 'ﬁ")
(2, t) = d°7 5.108
(%) = 4rey o ( )
14

— Verifikation der Lorenz-Bedingung VA + C%qzﬁ = 0 durch explizites Nachrechnen!
Kovariante Form:

(%, A) = A*(z) = 1o / d'a" G(x,) ) (5.109)

3= 0(o—z()5((x—2")?) (cp:d)

Felder einer (beschleunigt) bewegten Punktladung:
Betrachte eine Punktladung ¢ auf der Trajektorie 7(¢):

p(Z,t) = g6 (T —7(t))

() (5.110)

— Retardierte Potentiale beschreiben die Abstrahlung:

(7t /di”*’/dt G(E ;7,1 p(Z 1)

47T€0

_ L [ MR

|7 —7(t)]

o (f(t 1
- /dt’ g(;))), f)y=t—-t+ ER(t’), R(t") = |7 — 7(¢)]
(5.111)
A(Z,t) analog.
Behauptung: f(') = 0 hat genau eine Losung.
Beweis:

153



5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Abstanc

N

-

‘-AY‘—'_

R R RGH) =12 - e ()

; iz

Abbildung 5.7:

—(tret —t) = R(tret) = Ryet, dh. f(trer) = 0.

Beachte:
|12 = 7(t')] = Ro| < vmax|t’ — ], (5.112)

da \?(t’ )| < Umax < ¢ (Beschrinkung der Geschwindigkeit durch v,y < ¢)

= R(t'") < Ry + Umax|t’ — t| = Ro — max (t' — 1), t' <t (5.113)
]_ max
= f(t) gt'—t+z (Ro — tmax(t' — 1)) = %—F (1— UC )(t’—t)
—_— (5.114)
>0

= streng monoton steigend fiir t' < ¢

Auflerdem:
f@&)=17—-7()] >0 (5.115)

= f(t') hat genau eine Nullstelle. [J

Retardierte Zeit t,:

1 1
trot =t — —|T — Ttret)| =t — = Ryt (5.116)
C C

Dies ist der Zeitpunkt, zu dem ein Lichtsignal bei 7(t,;) = 77t startet, so dass es zur
Zeit t am Ort ¥ ankommt.
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

6<t’7tret) )

Auswertung von § (f(t')) = Tl

F1(t) = % <t’ —t+ %|f— m')|) —14 1L @)

f,(tret) =1~ gret : B'ret = Kret; f/(tret) > 0.

(5.117)
Resultat: Lienard-Wiechert-Potentiale:
S q 1 1 q
@ t — . . e
(17, ) 47T6() R(tret) f/(tret) 47T60Rret/fret
_ 4 1
dmeg |7 — Tret| — (T — Thet) - gret’ (5.118)
Effekt  der
Retardierung
1T/ = z_j‘re 17re
A, 1) = ~otet 0 d (5.119)

- 47TRret’iret B dm |f— ﬁetl - (f_ 7:’ret) : /glfet

Betrachtung der Trajektorie:

sy L E-FE-RE

-

Abbildung 5.8: Das Potential bei  zur Zeit ¢ wird bestimmt durch q bei (et ) zur Zeit t,e < t.
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Durch lidngere Rechnung erhélt man die elektrischen und magnetischen Felder zu:

— q 1 1 . - 9
Al g o) (=) 0
Geschw;r:digkeitsfeld
(5.120)
+ CRret * Cret X |:<€ret - &ret) X gret:|

Beschleb‘t;ligungsfeld
B, 1) = e x B(1)
Geschwindigkeitsfelder:
e enthalten alle statischen Anteile,

e sind auch # 0 bei gleichformiger Bewegung (Eret = const),

e fallen mit — ~ - fiir groBe r = || ab.
ret

Beschleunigungsfelder:

e sind # 0 nur bei Beschleunigung @et # 0,

e fallen mit z— ~ 1 fiir groBe  ab.
ret T

Energieabstrahlung durch Punktladung:

Berechne den Fluss von $ = E x H durch eine Kugelschale K um ¢ mit Raduis
R — oo!

= Nur Beschleunigungsfelder von E und B sind relevant fir R — oo, alle anderen
Beitrage zu S fallen schneller als % ab fiir R — oo.

2
= 1 — — — — — —
S(:L‘,t) - ( a 3 ) ) 03 (eret X CL) X [eret X (eret X a)] + O(Rre?%

A€ Ryet Kooy 140
(5.121)
wobei )
@ = (v = o) X B (5.122)
Weiter gerechnet erhilt man
— q2
S = et X @] - oo + O(R), (5.123)

2 2 6
167%€0C Rzot Kot

d.h. Abstrahlung findet in €,..-Richtung statt.
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Wir wihlen nun eine Kugelschale K, (7e) um Punkt 7

P(t) = Ja{ SdA

it , _ (5.124)
_ Energiefluss pro Zeit durch
= / dQ R2,|S| = Kugelschale Kg,_, () zur
Zeitt

ty

= Wy = / dt P(t) = abgestrahlte Energie zwischen den Zeiten ¢, , und ¢,et 5

ta
tret,b
dt -
= dtyey - — - P(t
/ ‘ dtrct ()
tret,a
:ZP(tret)
(5.125)
P(tyet) ist nun der Energiefluss pro Abstrahlungszeit ...
dt d 1
= — | tret + ~R(tret) | = [ (tret) = Fre 5.126
Ot dtret( U t)) Fltre) = fre (-120)

Zusammengefasst erhalten wir die Strahlungsleitung in ein Raumwinkelelement df2:

dP - ¢
_— = S R2 et = ————— _’r % =2
dQ | | retForet 167_‘_2600%?% ’6 et a|
2
) €ret X {(éret — Bret) X Bret} (5.127)
_ q )
1672 o \®
m2€oC (1 By - /Bret>
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o

Abbildung 5.9:

Beispiele:

1) Nicht-relativistische Bewegung: | Eret| < 1:

apP q>

40 ~ 16m2ec Rusin® 0, 0 = £(Grets rer) (5.128)
2
= # fet/dQ sin? 6
2 i (5.129)
6meqcd

Dies ist die Larmor-Formel fiir Strahlungsleistung!
Beachte: Es findet keine Abstrahlung in Beschleunigungsrichtung statt, maxi-
male Abstrahlung bei 0,,,x = 7/2 (also senkrecht zur Beschleunigungsrichtung).

2) Bremsstrahlung: 7 || ¢

P ¢ sin” 0 -9
A 167%€c (1 — Bregcosf)’

(5.130)
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Rle< 1
31~ 1

=
- 7
Vilvy

Abbildung 5.10: Strahlungscharakteristik fiir |3] < 1 und |3] — 1

(Vi+1552 - 1) (5.131)

COS Oax =

3Bret
Fiir | 5| — 1 erhalten wir also

1

~Y
Bret—1 2’7ret

—0, (5.132)

Qmax

wobei
1

R (5.133)
- ret

D.h. Die Bremsstrahlung relativistischer Teilchen ist stark vorwirts gerichtet!

3) Abstrahlung eines Dipols:
Betrachte oszillierende Ladung q:

7(t) = (sin(wt)és (5.134)
— Dipolmoment
B(t) = qif(t) = psinwt)ds, p= gl (5.135)

(= dquivalent zu oszillierenden Ladungen ¢ mit 7, (¢) = +£ sin(wt)é3)
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5. Elektromagnetische Wellen und Abstrahlung

Feld in der Strahlungszone (Fernfeld): { < A < r
3(t) = 7(t) = lw cos(wt)és,

/ (5.136)
Ew:ﬁkc:x-27m<<c,

d.h. |U] < ¢, es liegt also eine nicht-relativistische Bewegung der Ladung vor.

. dP 2
U(t) = —lw* sin(wt)ez = el = 167:]76063@2% sin®
glw?)? . .
= I(ESTG())é” - in? (wtyey ) - sin 6 (5.137)
52 4
pw . .
= W - sin?(wt,et ) - sin® 6
Zeitmittelung:
_ T
dP 1 dpP pw?

af L fg A0 P g 5.138
Q- T CAQ T 3220 (5.138)
0

— Gemittelte Strahlungsleistung:

— dP  pit
P=[d0— =YY" _ 5.139
/ dQY  127megc3 ( )
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