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1. Elektrostatik

1.1 Ladung

GrundgroBe der klassischen Mechanik: Linge, Zeit, Masse charakterisieren Zustand

von Korpern
GrundgroBe der Elektrodynamik: Ladung, weniger anschaulich, da nicht direkt durch

Sinnesorgane wahrnehmbar.

Die Ladung ¢ ist eine weitere Kenngrofle von Korpern neben der Masse m.

Experimenteller Befund:

e Es gibt zwei Arten elektrischer Ladung: positiv und negativ.
e Ladungen kann flieBen, d.h. Kérper kénnen ihre Ladung @ndern.

e Ladungen verhalten sich additiv:

Air 1,

Abbildung 1.1: Kérper aus zwei Teilkérpern mit Ladungen ¢; und g2, entsprechend ist die Gesamt-
ladung des Korpers ¢ = g1 + ¢o (analog: m = mq + my).



1. Elektrostatik

e Ladungserhaltung: In einem abgeschlossenen System ist die Gesamtladung er-
halten, d.h. die Summe aller Ladungen ist konstant

e Ladung ist quantisiert, d.h. alle makroskopisch auftretenden Ladungen sind ganz-
zahlige Vielfache der Elementarladung e: ¢ = =N -e, N € Ny, e = 1,602... -
10719C.

Ladungsverteilung
System aus N Teilchen (Einzelladungen g,,):

Abbildung 1.2: AV (%) stellt ein kleines Volumen am Ort T}, dar mit Ag(Zx) = Y. ¢
ninAV (Zy)

= Ladungsdichte:
. Aq(Zy
D7) = q( f) ‘
AV (Zy) lav—o
(Idealisierter Grenziibergang, d.h. AV geht nicht bis zu mikroskpischen Grofien)

=q= an = Z Aq(Ty) = 25((_21)) - AV ()

3 - —
e

%

(1.1)

(1.2)

Frage:
Ladungsverteilung fiir eine Punktverteilung sinnvoll?




1. Elektrostatik

Mathematischer Exkurs: Dirac’sche Deltafunktion §(x)

Sei f(x) eine in einer Umgebung von & = a stetige Funktion, dann definiere:

8
[ e p@)ste - )= {ﬂa% a<a<p,

0, a<aVp<a.

[0}

d.h.
5z — a) = {0 fir x # a,

oo fir xz = a.

(1.3)

(1.4)

= 0(z) ist keine gewohnliche Funktion, sondern eine Distribution (= stetige Linear-

form, d.h. eine lineare, stetige Abbildung von Funktionen nach R bzw. C).

Eigenschaften von ()

o [dxd(x)....ist als Grenzwert

lim [ dz d,(x)...

n—oo

realisierbar mit Funktionenfolgen d,,(x), so dass

lim §,(z) = {0’ v#0,

n—o00 00, T = 0’
wobei

B

/d:z:én(:z:)—l, a<0<p
z.B.:

Abbildung 1.3: Beispiele fiir 6, (), hier firn = 1 und n = 5.

(1.5)

(1.6)

(1.7)



1. Elektrostatik

e Mehrdimensionale Erweiterung:

3 3 T ay
0T —a):= H d(z; —a;), wobei T = ané'n =\|z|, d=|as
=1 n=1 T3 as

(1.8)

fiir Koordinaten x,, beziiglich eines Orthonormalsystems {é,, }.

f(@), falls@a e V

0, sonst.

= | @ Tf(7)6(7 —a) = { (1.9)
/

e Ableitungen von d(z) sind definiert iiber partielle Integration:

B
ﬁ—/ﬁxfuww—ay——ﬂm>

[0}

B
/ﬁxﬂmmx—m—fuw@—@
N— ———

“ =(foy -8 =0, a<a<p “
(1.10)
e Implizite 0-Funktion :
oz — z,
d(fia) = X 25 (1)

wobei x,, alle einfachen(!) Nullstellen von f(z) mit x,, € («, ) sind, f(z,) = 0.

e Stammfunktion von ¢(x) = Heavyside-Funktion 6(z):

xT

0(z) = /d:p’ 5(a') = {? iig (1.12)

bzw. ' (z) = §(x).

Anwendung: Ladungsdichte einer diskreten Ladungsverteilung

N
n=1

¢» = Punktladung am Ort 7,.

(1.13)

1.2 Coulomb-Gesetz, elektrisches Feld, elektrisches
Potential

Coulomb-Gesetz:
= empirisches Gesetz fiir Kraft zwischen zwei Punktladungen ¢; und ¢»:

Fio=— qq- ‘ﬁ * €12 (1.14)

—— e
47T€0 T — :L'Q’Q




1. Elektrostatik

A,

Abbildung 1.4: F'i5 bezeichnet die Kraft, welche von ¢ auf ¢; ausgeiibt wird. Der erste Term 1 ﬂleu

mit g = 8, 8543 - 10*12\%1 (Dielektrizitdtskonstante des Vakuums) ist ein Einhei-
tenfaktor im SI-System. q; - ¢ driickt eine Proportionalitidt zu den Ladungen aus,
1/]AZ|? = 1/r2, wie beim Newton’schen Gravitationsgesetz, €1o: Kraft wirkt ent-
lang der Verbindungslinie. ¢; g2 > 0: AbstoBung, g1¢2 < 0: Anziehung.

Superpositionsprinzip:

Die Einzelkrifte ﬁn durch N Punktladungen ¢, bei 7, auf eine Ladung ¢ bei 7 addieren
sich vektoriell:

. N N ¢ T
F=YF,=q > "T”'B (1.15)

n=1 n=1

dabei bezeichnet man E(Z) als elektrische Feldstirke, die von den Ladungen ¢, am
Ort & erzeugt wird = Kraft pro Ladung, die bei 7 auf die Ladung ¢ wirken wiirde.

Elektrisches Feld

e Veranschaulichung durch Feldlinien: E (¥) = Tangentenvektor an Feldlinien,
Dichte der Feldlinien ist MaB fiir | E'(Z)|
— Feldlinien schneiden sich nie!



1. Elektrostatik

A 4
N

Abbildung 1.5: Feldlinien einer positiven, einer negativen und Superposition einer positiven und ei-
ner negativen Punktladung.

Elektrisches Feld kontinuierlicher Ladungsverteilungen

Gegeben sei eine Ladungsverteilung p(2”) in einem Volumen V. Dann ist E (%) gege-
ben durch:

oo YL 1 -z

N———
= % P(ik)AV(fk):% q
Gesamtladung:

q:/d?’f'p(f’) (1.17)
J

Beispiele:

1. Fernfeld einer begrenzten Ladungsverteilung: Sei |# — 2’| > a = max. Lingen-
ausdehnung in V.

= |7 — 7| = |7+ O(|7|") fir|Z| > a > |7 (1.18)
Bemerkung:
f(z) = O((z — x0)*) heiBt, dass
ﬂ < const. fir x — xg. (1.19)
(x — x0)*

10



1. Elektrostatik

7) (,;,3 n oqzﬁ) fiir || — oo
(1.20)

g 1., 1 o o S

:4%6-7“2@4-(’)(703), r=|¥|, ¥=re,
wobei O(1/r*) Abweichungen vom 1/72-Gesetz fiir nicht-spirische Ladungsver-
teilungen beriicksichtigt.

2. Fernfeld eines Dipols:

Xl

Yo

Abbildung 1.6: Tlustration eines elektrischen Dipols

E(f) _ q 'f_ g o f_‘_ g
dne \[F=3P |7+ 3P
q _s3(—d 3 (za) (1.21)
= —— 242 224001 .
47T€0T ( 2 * 2 2z " +0O0/r)
1 (@p) 1
= 43 o=
47eg ( PEsma )+ rt )’

11



1. Elektrostatik

mit p := ga = el. Dipolmoment und wobei

) N\ —3/2
r3 (1 + % + IZ)
T (1.22)

|
w
I
/N
3
[\]
+
| S,
H-
3t
~
&
no
I

mathematische Wiederholung/Exkursion: Elemente der Vektoranalysis

Es sei f () eine einfache Funktion (= Skalarfeld) und F(Z) eine vektorwertige Funk-
tion (= Vektorfeld). Zudem bezeichnet 0; = a%i die partielle Ableitung nach x; und

0
V = | 8, | den sog. Nabla-Operator.
05

e Gradient, Divergenz, Rotation:

of
gradf(z) = Vf(Z) = | O=f | inkart. Koordinaten (1.23)
dsf
3
divF(#) = VF(&) = ) _ 0;F; inkart. Koordinaten (1.24)
i=1
. L o F5 — 03 F%
rot F(Z) =V x F(Z) = | 03F) — 01 F3 | inkart. Koordinaten  (1.25)
81F2 — 82F1

V-Kalkiil: Der Nabla-Operator V ist vektorwertig (— Regeln der Vektorrech-
nung) und ein Differentialoperator (— Produktregel beim Differenzieren).

Beispiele:

- 4 -
Es bezeichnet V(f - g), dass V nur auf f wirkt.

V(fa) =V 9V 8 = oV ) + f(Vg) (1.26)
- Sl oY
V(f-G)=V(fG)+V(fG)
= (V)G + f(VE) (1.27)
=" [Giaif) + F(D,Gy)]

12



1. Elektrostatik

V x (ﬁf) = (6 X ﬁ)f =0, d.h.rot grad =0,
Y (1.28)

(=1}

V(V x F)=(VxV)-F=0, dh.divrot = 0.
Mg (1.29)
=0

e Laplace-Operator:

o (1.30)

NE

A=V?=

—

1
VF) - V*F (1.31)

< F

=V x(VxF)=

e Berechnung von Kurvenintegralen: Es sei Z(t) eine Parametrisierung des Weges
C(Z1, %), dh. Z(t1) = 1 und Z(t2) = To. Weiter sei Z(t) = %(¢) der Tangen-
tenvektor an die Kurve. Hiermit ist

t2
. A7 ~
/ d7 - B(7) = /dt d—fE(f(t)). (1.32)
C(fl,fg) tl
Bogenlinge: infinitesimal ds? = 3 da? = |22 - di?
t2

:SQIZ/dt 7| = / dz - e (1.33)

t1 C(fl,fz)

So1 ist unabhingig von der Parametrisierung! ¢ bezeichnet den normierten Tan-
gentenvektor an C'.

A

Abbildung 1.7: Tllustration zur Berechnung von Kurvenintegralen

e Berechnung von Flichenintegralen: Parametrisierung der Fldche durch 2 Para-
meter u, v
= T = Z(u,v) (1.34)

13



1. Elektrostatik

Tangentenvektoren an Koordinatenlinien: 7, := £ Ty =5
Orientiertes Flichenelement:

dA = (Z,du) x (Z,dv) = T, X T, dudv (1.35)

FlichenmaB: dA = |dA| = |Z, x T,| dudv

U=congt,

Abbildung 1.8: Tangentenvektoren #,, (blau) und Z,, (rot) and die Linien des Koordinatennetzes einer
Fliche A

= Flussintegral:

/ dA - B = [ dudv (7, x 7,) - E(#(u,v)) (1.36)
A A

Oberflache:

A= /dA: /dudv |Z, X Ty = /M-ﬁA (1.37)
A A

A ist unabhingig von der Parametrisierung! 774 bezeichnet den normierten Nor-
malenvektor auf A.

Beispiel: Kugeloberfliche

cos v sinu
=R |sinvsinu |, 0<u<m, 0<v <27, (1.38)
cosu

14



1. Elektrostatik

COS v COS U —sinv

Zy,=R | sinvcosu |, ¥, = Rsinu | cosv |, (1.39)
—sinu 0
cos v sin u
T, x &, = R*sinu | sinvsinu |, |#, x &,| = R*sinu. (1.40)
cosv

by 27 by 27 1
:>A:/du/dvlfu><fv| :/du/dvRQSinu:%rR/dcosu:47rR2.

0 0 0 0 Z1

(1.41)

e Stoke’scher Integralsatz

% Fdi = / (VxF)dA, falls F auf Aregulir ist, d.h. hinreichend oft diff.bar

C(A) A
(1.42)

wobei § di das geschlossene Wegintegral bezeichnet, der Weg C'(A) umran-
C(4)

det dabei die Fliche A. Der Normalenvektor 77 auf A und C(A) bilden eine

Rechtsschraube!

Abbildung 1.9: Zum Stoke’schen Satz

15



1. Elektrostatik
e Gaul3’scher Integralsatz:

}'{ FdA = / (VF) dV falls F in V regulr ist. (1.43)
1%

Die linke Seite bezeichnet man als Oberflichenintegral (,,FLuss*) durch Slie Fli-
che A(V), die das Volumen V' umschlieBt. Die Flichennormale 7i||dA weilit
dabei nach auflen!

Abbildung 1.10: Tllustration eines Volumens V' welches von der FLéiche A umschlossen wird.

Elektrisches Potential
Es gilt:

V x E =0. (1.44)

Beweis:

e Punktladung impliziert Zentralkraft auf Testladung g, d.h.
F=qE=f(r) &, (1.45)

sodassﬁxbizo. . o
Allgemeines E = Superposition von -Feldern von Punktladungen. = V X E =
0.

16



1. Elektrostatik

e Alternativ durch explizites Ausrechnen:

ey |7 — 2|3
Vv
= = =
_ [ p2P@) g -1
V/ x47['€0 VX |7 — '3
e (1.46)
VX (fG) = (V) x G+ f(Vx@Q),
G=7-7,VxG=0
=
f=|F-&, Vf=-3-——"
|7 — 25

Folgerung aus VxE = 0: - . .
Die elektrische Kraft F' = ¢E auf eine Testladung ¢ bei Z im Feld £ = E(Z) ist
konservativ, d.h. F ist aus einem skalaren Potential V' () ableitbar:

F(Z) = =VV(&), V = potentielle elektrische Energie (1.47)

d.h.
E = —V¢(Z), ¢ = el Potential (V = q¢) (1.48)

Berechnung von ¢(Z):

1 =
_ —/dfF ./d%?’ pT) ‘; f,s (1.49)

Kurvenintegral ist wegunabhingig (6 x E = 0 und Stoke’scher Satz).

17



1. Elektrostatik

Wiihle speziellen Integrationsweg: 7(t) = Zo+t(Z¥—2p), 0 <t <1

¢@%¢@@__/ffMﬁ/ﬁ“ﬁﬁw%%—ﬁ+W%@m

Q.
=
I
—
8y
|
&l
SN—
Q.
~

dme L L L2182
v 0 [(xo—x’+t(fv—xo)) }
1
=(dt & -1 1.50
‘({l t dt ([(foi’+t(ffo))2]l/2) ( )

1 41
Tt Fo—a]

— /d?’f/ p(f/) 1 o 1
J dreg \|Z— 2| |Zo — 2|

" .
Mﬂ—/ffmw-q — + const. (1.51)
drey  |T— 7|

d.h.:

v
Bemerkungen:

e Potentiale ¢ (%) , ¢o(%) sind dquivalent, falls ¢ () — ¢o(Z) = const. ist, da ¢y
und ¢, dann dasselbe E-Feld erzeugen.

e Agquipotentialfliche = Fliche in Z mit ¢(¥) = const.
Sei §7 eine Variation innerhalb der Aquipotentialflziche:

0= ¢(Z + 0F) — ¢(&) = 6% - VO(Z) + O(612) = 6% - E(&),  (1.52)
d.h. E(Z)L Aquipotentialfliche.

e In Leitern gilt stets ¢(Z) = const., d.h. E(Z) = 0, sonst Ladungsbewegung bis
¢(Z) = const. — Influenzladungen auf Leiteroberflichen schirmen Leiterinne-
res elektrisch ab (Faraday-Kiifig). Leiteroberflichen = Aquipotentialflichen.

—

e Bedeutung von ¢(7): Sei —F'(Z) die Kraft, die auf eine Ladung ¢ ausgeiibt wird.
Dann ist die Arbeit, die an ¢ auf dem Weg von Z; nach 75 geleistet wird

= = oy

Wy = —/df-ﬁ: —q/dfﬁz q/dfwz q (6(72) — o(1)) . (1.53)

- - =
x1 1 x1

o(7y) — ¢(&y) ist die Potentialdifferenz zwischen ¥ und 'y, sie entspricht der
Arbeit, die an der Ladung ¢ pro Ladung ¢ verrichtet wird.

18



1. Elektrostatik

1.3 Feldgleichungen der Elektrostatik

E(F) = —Vé(T) = —v/d?’*’ UG (1.54)

dmey |Z — :E/|

Berechnungsvorschrift von E(7) bei vorgegebenem p(i)

Aber: E (Z) muss oft aus Randbedingungen (RB) berechnet werden, die ein noch nicht
bekanntes p() bedingen, z.B.:

Konfiguration von Leiterflichen mit vorgegebenem ¢.

= Satz von Differentiagleichungen wiinschenswert, die E () bzw. ¢(&) als Lésungen
zu gegebenen RB liefern.

GauB’sches Gesetz der Elektrostatik:

1. Betrachte Punktladung ¢ im Ursprung, die von einer Fliche A komplett um-
schlossen wird:

Rl

A

Abbildung 1.11: Die Fliche A umschlieBt die Punktladung q.

19



1. Elektrostatik

S
o)

a

>
S

ﬁ
(17

Abbildung 1.12: Fliichennormale 77 und E schlieBen den Winkel ~ ein.

r2dQ) = dAcosy, v = 4(i1,€,), cos(y) =1ii-é, (1.55)
= E(7)dA = E() - idA
o qa e -1
C Adwey 12 dA (1.56)
q
= dQ
4meq
:%Mﬁ: q /dQ:q. (1.57)
4eq €0
A Q

2. Triviale Verallgemeinerung auf allgemeine Ladungsverteilung durch Superposi-
tion aller g, bzw. p(Z,,)AV,:

j{dffﬁ _ i g4 = von A umschlossene Ladung. (1.58)

€0
A

3. Anwendung der Gaul3’schen Integralsatzes liefert differentielle Form:

fﬁ A= /(ﬁﬁ) Bz, = / A7) (1.59)
€ €0
A 14 14

20



1. Elektrostatik

(V: von A umschlossenes Volumen)
Da V beliebig war, folgt:

i - A7) (1.60)
€0
Feldgleichungen der E-Statik:
VE = p(Z €,
p(Z)/€o (1.61)

V x E=0.
Die beiden partiellen Differentialgleichungen bestimmen nach Vorgabe von p(Z) und

geeigneten RB das Feld E (%) eindeutig! (Beweis spiter, siche Magnetostatik!)
Nebenprodukt:

—#/ g
- = Coulomb—_ N . 1 auf’sches
 j Coulomb _vg/dgx/ﬂ(l’). Gauf'sch @ (1.62)

gesetz 47r€0 ‘f — f” Gesetz €0

v
Da p(Z) beliebig ist, gilt folgende Identitit:

LI ) (1.63)

e |E -1
Verhalten von E-Feldern an Grenzflachen:

a) Normalkomponente:

aXx

=
—/

L P
s T 8Y

Grenzflache

=

Abbildung 1.13: Infinitesimales Volumenelement an der Grenzfliche.

21



1. Elektrostatik

E; = const. + O(Az) + O(Ay) + O(Az) in AV,

5 (1.64)
En = const. + O(Az) + O(Ay) + O(Az) in AVy.

E dg: EI . ﬁl . AIAy + EH . T_iH . A.’IZ‘Ay
A(AVIUA VD) (1.65)
= (EI - EII) ST ArAy, Ty = —fip.

Die Anteile der Flichen L zur Grenzfliche kompensieren sich!

%deE_: = / 7 p())eo = p(Z)-AV/eo = 0-AxAy/ey, (Az —0),

AVIUAVL

(1.66)
wobei AV = 2AxzAyAz und o die Flichenladungsdichte bezeichnet.
- o ., O
= (EI — EH) cnp = : (167)
0

dh. E| ist unstetig bei Grenzflachen.

b) Tangentialkomponente:

Grenzfléche

=

Abbildung 1.14: Infinitesimaler, geschlossener Weg an Grenzfliche, €17

22



1. Elektrostatik

0= ]{E 07 = BiAad + By - Ax(—8) + O(..)

C
= <EI — _'H> €- Az. Anteile | Grenzfliche kompensieren sich.
0

= (B~ En)&=0 veli
. . (1.68)
d.h. EI” = EI”I, die Tangentialkomponente ist stetig!

Folgerungen:

e Leiteroberflichen: innerhalb eines Leiters gilt E =0.
= Flidchenladungsdichte: ¢ = E/| ¢ auf der Oberfliache (Die Normale zeigt vom
Leiter in den felderfiillten Raum.)

e Falls p(i) und o () endlich sind, bleibt £ endlich (aber nicht notwendigerweise
stetig!). .
¢ = — [ dZ E bleibt stetig.

e Verhalten bei Dipolschichten: o(Z) ist unbeschrinkt!

A s

Abbildung 1.15: D - AA = Dipolstérke der Fliche A, mit Dipolfiichendichte D.
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1. Elektrostatik

d/2
¢+——¢_::l/‘dxfh,:(quL—+“.:: d-oc /e (1.69)
—a)2 =D fiir d—0

d.h. ¢ hat endlichen Sprung: ¢, — ¢_ = D/epund E| = /¢y divergiert!

Elektrostatische Feldenergie
Energie eines Systems von Ladungen = Arbeit, die nétig ist, um die Ladungen aus oo
kommend zusammenzufiihren.

System aus diskreten Ladungen:

N

1 4iq;
W= 47eg Zz_; Z |7 z—]xj\

= Arbeit, um ¢; zu
{¢;}i=} hinzuzufii- (1.70)
gen.

N
Z iqj
247T60 |~I7, —fj‘

Kontinuierliche Ladungsverteilung:

L\DM—A

f4M@Mf)
17— 7| : (1.71)
0J
als analogon zu W,

Test: W = W fir p(Z) = > 6(Z — ;) ?

N
1 44;
W=_-—— %
2 47eg Z Z |Z; — & (1.72)

= W' + Terme mit i = j (Selbstenergieterme).

Selbstenergie einer Punktladung = Energie um ¢; in #; zu vereinigen — nicht wohlde-
finiert (= theoretisches Problem der klassischen E-Dynamik, ist jedoch in der Praxis
kaum relevant.)
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1. Elektrostatik

W als el. Feldenergie:

1 .
W= [ @7 @@, p=aVE
v
V kann durch vollen Raum ersetzt werden (p = 0 auBerhalb von V):

&7 (65) &(7)
T

’ DU G (1.73)
= V(Bg) ~BYs
—0 im [
— 620/d3:§ E(-V¢), E=-V¢
= | &7 B2,
2
d.h. wg = %EQ = Energiedichte des elektrostatischen Feldes.
1.4 Poisson- und Laplace-Gleichungen
Aquivalenz:
EL Feldgleichungen Poison-Gleichung: A¢ = —r/c, wobei E=-V¢
VE = £ &
VxE=0 bzw. Laplace-Gleichung: A¢ = 0 falls p =0

Typisches Problem der E-Statik:

Suche ¢(¥) zu vorgegebenem ¢ () (Dirichlet’sche RB) bzw. a—f; —i-Vo = —E,
(Neumann’sche RB) auf den Randflachen!

— Frage nach Existenz, Eindeutigkeit und Berechnungsverfahren fiir ¢(%), wobei

e Leiteroberflichen: ¢(¥) = const.

%% — % = —0 /ey (a/i=auben/innen)

e geladene Flidchen:
e Dipolschichten: ¢, — ¢; = +D/eq

Green’sche Theoreme

Lo [ ea0)+ (Fo)Fu)a 74 sodd= § 6(V0)-dd a7

v A(V)
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1. Elektrostatik

B2 _ o 0
2. / (PAY —PAQ) d°T = 7{ <¢> - 0 8n> dA, (1.75)

1% A(V)

wobei ¢, ¢ beliebig glatte Funktionen sind.
Beweis:

1. Integriere V(¢Av) auf 2 Arten:

/ &7V (6V) — ]{ dA - ((Nw)
174 A

) (1.76)
= [ @7 ((Fo)F0) +0(9%0)).
“
2. Bilde Differenz von 1 und (1|¢Hw). O
Frage nach Eindeutigkeit von Lésungen
Seien ¢; und ¢, Losungen von A¢p = —r/e,
— Fiir welche RB folgt ¢; = ¢, d.h. U = ¢y — ¢ = 0?
Einsetzen von ¢ = ¢ = U in 1. Green’sches Theorem:
S\ 2 ou
3 _ _
/d 7 (VU> — jé US—dA, da AU =0, w17

1 A(V)

1.Fall Dirichlet-RB: ¢ auf A(V') gegeben.
— U =0auf A(V)

— f ..=0
A(V)

— [d*F (VU)2 =0
1%

—>§UEOinganZV
— U = const. in ganz V
—U=0inganz V,daU = 0 auf A(V)
= ¢(Z) eindeutig in V'
2.Fall Neumann RB: g—i auf A(V') vorgegeben.
— % =0auf A(V)
- ¢ ..=0
V)
..wiein 1)

— U = const. in ganz V
= ¢(Z) ist bis auf konstanten Anteil eindeutig in V!
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1. Elektrostatik

3.Fall Gemische Fille: ¢(Z) oder %(f) fir 7 € A(V) gegeben.
= Eindeutigkeit von ¢(Z), falls ¢ irgendwo auf A(V") bekannt!

Bemerkung: Aus 1. und 2. folgt, dass ¢(Z) und g—ﬁ(f) fir ein ¥ € A(V') nicht gleich-
zeitig vorgegeben werden konnen.

1.5 Green’sche Funktionen der Elektrostatik

Ziel:

Reduktion des Randwertproblems der Poisson-Gleichung auf das einfachere Problem

der Laplace-Gleichung

— Einfithrung/Berechnung einer ,,Green’schen Funktion* G(Z, ') mit der Eigenschaft
AN'G(Z, 7)) = —4nd(Z — 7)) (1.78)

und geeigneten RB (siehe unten!)

Grundlegende Anwendung:
2. Green’sches Theorem: ¢(7) = ®(Z') und Y(7') = G(, 7")

/ BF | 0(F)NG(E,T) -G(F,T)NO(EF) | = ]f dA’ [@(f’)aG(f,f’)—G(I 7
——

N—— on’
14 =—Ars(T—7) =—n(#)/cq A(V)
(1.79)
= 1 3= = 1 A7 = oI\ F (2 =\ v/
= O(7) = & p(@)G(Z, 7))+ — dA" |G(Z, 2" ) V') —0(2)V'G(Z, &
47eg 4 —_———
4 A(V) =—E(&)
(1.80)
Festlegung der Randbedingungen:
1. Dirichlet-RB: wihle Gp (7, ') = 0 fir 2 € A(V)
1 1 > -
0 = / PF 7 )Go(7,7) ~ - 7{ A ()Y Cp (7, 7)),
v A(V)
(1.81)
wobei p(Z’) und ®(z") vorgegeben sind.
2. Neumann-RB: wihle ;2,G(Z,7) = —ﬁ, A(V') = Oberfliache von V' (0 ist

nicht moglich, da
fu) VCETNA = [, PFNC(E,7) = ~in [, 7 §(7 ) = ~4m)
1 1 o 5 _
= 0F) = - / PF G (E P)o(#) — 1 7{ A Gy (7, ) E(T) + B
A(V)

(1.82)
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1. Elektrostatik

wobei p( "Yin V und E(#) auf A(V) vorgegeben sind, und
Dy = f av) 2(2') dA’ eine Konstante ist.

Symmetrie von G(Z, %)

Beh: G(Z, ) = G(v, Z) kann durch geeignete Wahl von G erreicht werden.
Beweis:

2. Green’sches Theorem fiir ¢(7') = G(Z,2") und () = G(y,2"):

/ & | G(E 7) NG, 7) -G, &) NG(Z, )
—_———— —_——
—4ré(y—a') =—4r(T-T")

. 3, 0
_ f x| @) L6wd) - GHd) a7
a;/_/ —— O
A(V) =0 farD-RB_ TR =0 R D-RE

= 47 [G(7,9) — G(7,7)]
= Gp(Z,y) — Gp(¥,¥) = 0 automatisch erfiillt

4
= —am [G(7.5) = Ga(7.)] = 1 § axcu@s) - § ancu@i| 2o ia
A(V) A(V)
(1.83)
— Umdefinition:
(T, §) == Gn(Z,7) — 7{ Gn(Z,7)dA’ (1.84)
A(V)
— Gy ist ebenfalls Green’sche Funktion mit N-RB:
AGN(Z,9) = AyGN (T, §) = —4md(Z — 7),
0 0
Gy(Z,7) = Gn(Z,7) = —4n JA(V). )
5o GME1) = 3G (E.) = 4 [A(V) (1.85)
= éN(‘fv g) = éN(g7 f)
Ansatz zur Berechnung von G:
- 1 S
— A/ F(ﬂ ') = 0, da A T 4,‘ = —47d(¥,2"), d.h. F erfiillt die Laplace-Gleichung

firZ, 27 € V.
= Randwerproblem der Poisson-Gleichung mit bel. p(Z) und bel. RB wurde reduziert
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1. Elektrostatik

auf Randwertproblem der Laplace-Gl. fiir F/(Z,2") mit festen RB, z.B. Fp(Z,7') =
—1jg—z| fir &' € A(V).

Bedeutung der Terme:
Betrachte ,,homogene RB “, d.h. ¢ = 0 (Dirichlet) oder % = 0 (Neumann)
Dann gilt:

>\ 1 3 - - o =/ 07 D_RB7
o) = o [EF @ + {% oy
%4

A

X — —|
4rey |77 —Z|  4me o
|4
o >
~
Potential, das bei & durch p(Z’) lo- Potential einer Ladungsverteilung
kalisiert in € V erzeugt wird. auBerhalb von V (da AF(Z,7") =

0in V), die die RB fiir ¢ garantiert.

D.h. jede Ladung p(7')d*7’ mit ¥ € V hat ein Gegenstiick auBerhalb von V/, dessen

— =y

Potential in 7 durch -—p(7')d*7 F(7, ') gegeben ist.

= Konstruktion von G(Z, ¥") durch Bildladungen auBerhalb von V' méglich (bei ein-
fachen Geometrien!)

Beispiele zur Methode der Bildladungen:

A
4]

77 7

(fiktive Bildladung)

Abbildung 1.16: Punktladung g an der Stelle @ = (ay, az,a3), die Ebene mit z3 = 0 liefert eine
Dirichlet-RB: ¢(z5 =0) =0
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1. Elektrostatik

1. Punktladung iiber geerdeter Leiterplatte:

ai
Ladungsdichte: p(¥) = ¢6(Z — @), d = | az
as
~ ~ al
Bildladungsdichte: p'(Z) = —q¢d(¥ — @), a=| a2 |,
d.h.
~ ~ ~ ~ xl
p(T)=—q¢d(T—d), T=| x
—T3 (1.88)
= —qd(Z —a)
= p(7)
1 1 ~ -
@)=L |~ | E=-Vg, .. (1.89)
dmey | |7 —d|l |7 -

2. Ladungsverteilung iiber einer geerdeten Leiterplatte:

Abbildung 1.17: Ladungsverteilung p(F) im Volumen V iiber einer geerdeten Leiterplatte, die Ebene
mit 23 = 0 liefert wieder die Dirichlet-RB: ¢(z3 = 0) =0

Aus (1) folgt (Zerlegung in Teilladungen p(7)d*7"):
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1. Elektrostatik

Bildladungsverteilung: p’ (:1:0') = —p(Z)

1 - . ) @)
o(7) = /de’f“’Z, +/d3i~”p(“”? N 7 e
— 2o
TEQ T — 7 J |7 — 2| & —2,
| ——
_ z (&)
,—{[dz”:r ‘27%/|
1 1 1
= /dgf] — = 2 p( _’/)7
4rreg - |z — 2|
V ~
I —1/j7-7|
(1.90)
E=-V¢
1 - 1 - 1
=— /d3f’ p() |V=e—"—= — -
z—z! -
=P e
_ /dsx, oy A o
e P |7 — 2|3 ‘f_§/|3
v
E-Feld auf Leiterplatte: 23 = 0 = & = 7, |7 — @| = [T — &| = |# — 7|
. 1 7 .
47reg |7 — 2']3
Vv H’_/

0

- (,;zé ) =25 (1.92)

= / =
- / i 25p(@) 1 Leiterplatte

T 2me |7 — a3

— Ladungsdichte auf Leiterplatte: o = g E3(Z3 = 0) = 5 [ d*7 T;f,ipf(,‘f;)
v
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1. Elektrostatik

— Gesamtladung:

1 . . 1
(Leiterplatte — / dAo = 27T/dngl (—xé)p(x')/dA m
1%

x1—x2—Ebene

cos ¥
Lege Koordinatensystem so, dass ' ( und ¥ =1r | sing

— o0 [ @7 et [

&i
&
©
0\8
QU
=
3
ﬁ
+
%2
Q
Do

—(r24af?)-1/2
0

=|zf|71=1/2f, £3>0

- [ @7 @)

= —(ges = (Bild
(1.93)
Green’sche Funktion (folgt aus ¢ oben!) :
o 1 1 . 1 IV
Gp(7,7) = F(&,7) = = F(Z,%) (1.94)
B 1z — 2| |x—:v\

Zur Lﬁsung des Dirichlet-Problems wird %G p(Z,2") mit & € A(V') benotigt,

dh 2 =..=-32 . (1 auf A(V) zeigt nach unten!)
3 1lat=0
GGD 5 0 oo .T/ — X3 Th — ZCA3 —2£L’3
S (7,7) = —55Gp(T,7)| | =——m - S . =i
on oxl, =0 |T— 7 7 — @[3 lag=0 |7 — 7|
(1.95)
1 1

= ¢(7) =

3 =/ = = i / =/ T3
/d ¥ o(#)C(@, 7) + 5 / A0 0 = (196

T1T2

4meq
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1. Elektrostatik

3. Punktladung iiber geerdeter Leiterkugel

Abbildung 1.18:

Ladung: ¢ bei @ = (0,0, a)”
Ansatz fiir Bildladung: ¢’ bei @’ = (0,0, a’)

. , cos psinf
O(7) = _ q 4 q —-|, Z=r|sinpsind [ =re. (1.97)
drey || —d| |7 —d| cos 6
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1. Elektrostatik
|
RB: 0 = ¢(7 = RE,)
L e a4 ,
< |Re, — d| = |Re, — d| (—/>, qq < 0.
q

2
— — — — q
= (Ré, — d)* = (Ré, — a')2ﬁ
2
R? +a* —2Racos = (R* + a” — 2Rd’ cos 9)(]72 Vcos 0
q

2 2
it @l atad (199
a q
R2
a = — ad=a
a

nicht akzeptabel

a’ R? R
= ¢” = g(f = ﬁqQ, q = ——q, da qq' < 0.

= o(Z) =

1 q R/a-q
dmey || —d| & — (R?*/a?)d]

~1/2
“12 R R* | R
=4 (r2+a2—2rac080) 1/2—<7"2+2—27’0089)
a a a

4meq
(1.99)
4. Ladungsverteilung iiber einer geerdeten Leiterkugel:
— Umschreibung des Ergebnisses fiir Punktladung aus 3):
in 3) gilt: p(&') = ¢6(7 — q) (1.100)
1 1 Rfq
7\ — d3 = = _
4(7) / ) e i~ F= g
\4 H_‘,:/ T
SEEL - (1.101)
Elimination von @ aus |....]
1 1 Rl
7\ — d3 = (= _
(%) 4reg / 7o) Z -2 |7 - %Jm

gilt fiir beliebige Ladungsverteilung auBBerhalb der Kugel auf Grund des Super-
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1. Elektrostatik

positionsprinzips!
R
5,3 = b SN S-S o
= F(l’,x) - f" |f— (RQ/WP) f’|’ r=re., & =re,
R o o
:_‘f’ |f/ |€ R? *7" 7:4(67‘767.)7 COS’Y:@T 67’
g e
= R
|Z| |2"] - <1 ORY 3R >1/2
2#2 [ @] “°7
= F(%,7"), Symmetrie!
_ R
|7 - |7 — (&=
_ R
g, — Feg|
(1.102)
Somit:
1
Gp(#,7) = o= + F(T,7) =
o (1.103)

(r* 4+ " — 211’ cos 7)_1/2 — R (r*r” + R* — 2R*rr’ cos 7)_1/2 :

Zur Lésung des Dirichlet-Problems wird die Normalenableitung -2, G p (%, &)

mit # € A(V) bendtigt, d.h. ;2 ... = —2 " (77 auf A(V') zeigt nach innen!):
0 o R2 _ 42 -3/2
WGD( \ )7"=R:m: RT (7“2+R272chosw) .
. 1 o L 1 . R(R? —r?)
_ d3 / NG ’ AN /dQ/ 4
= 0(d) = o [ o@G0(@. ) - 4 [ d o) ERT ReT—l B
= allgem. Losung des Dirichlet-Problems
(1.104)
E-Feld bzw. Ladungsdichte o auf der Kugel bei ¢(|Z| = R) = 0 (geerdet):
0 1 1
o=¢k, = —eoa(f T 47r/d3f'p(f')(R2 — r’Q)E(r'Q + R? — 2Ry’ cosy) /2
v
(1.105)
= Gesamtladung auf Kugel = Gesamtbildladung:
Qs = /dQRQO'
=.. (1.106)

— _/de/p(f/)

\%

= |Ghes| < qges|-

a(t\ -

35



