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Kapitel 1

Einleitung

Relativitiatsprinzip der Newtonschen Mechanik

Ein zentraler Begriff sowohl in der Newtonschen Mechanik als auch in der Speziellen Re-
lativitédtstheorie ist das Inertialsystem.

Definition. Fin Korper, der keiner Krafteinwirkung unterliegt, bewegt sich in einem In-
ertialsystem geradlinig und gleichformig.

Die Bedeutung der Inertialsysteme fiir die Beschreibung der physikalischen Gesetze
rithrt von dem Postulat des Relativitatsprinzips her:

Postulat. Alle Inertialsysteme I und I' sind physikalisch gleichwertig, d.h. FExperimente
liefern in allen Inertialsystemen dieselben Ergebnisse.

Eine Folgerung ist, dass es kein ausgezeichnetes Inertialsystem (z.B. kein aus-
gezeichnetes Ruhesystem) gibt, obwohl Galilei und Newton noch an dem Begriff eines
absoluten Raumes festhalten. Als Beispiel verwendet Galilei in seinem “Dialog iiber die
Weltsysteme” einen Raum unter dem Deck eines Schiffes. Die Ergebnisse von Experimenten
wie dem Verfolgen der Flugbahn von Schmetterlingen oder dem Werfen von Gegensténden
héngen nicht davon ab, ob das Schiff im Hafen ruht oder in gleichférmiger Bewegung ist.
Newton formuliert das Relativitdtsprinzip in der Form

»,Die Bewegungen von Korpern in einem gegebenen Raum sind untereinander
die gleichen, ob sich der Raum in Ruhe befindet oder ob er sich konstant auf
einer geraden Linie bewegt.

In der Newtonschen Mechanik ist die Beschreibung eines Systems unverédndert unter
Koordinatentransformation zwischen Inertialsystemen:

(1.1)



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die Geschwindigkeiten verhalten sich unter der Transformation zwischen Koordinatensy-

stemen additiv: A '

dx"*  da -
= —t 1.2
at — dr ' (1.2)

Probleme der Newtonschen Mechanik

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Nach erwartet man, dass die Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Licht von der Relativgeschwindigkeit der emittierenden Quelle
und des Beobachters abhédngt. Das wird nicht beobachtet. Ein beriihmtes Beispiel
ist das Michelson-Morley Experiment (1887), siche Abbildung [I.1 Es wird die Exi-
stenz eines ausgezeichneten Bezugssystems angenommen (Ather”), relativ zu dem
sich Licht mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet. Am Ende zweier rechtwinklig zuein-
ander angebrachten Arme mit Linge L befinden sich Spiegel, die Licht zuriick zum
Ursprung reflektieren. Bewegt sich diese Anordnung relativ zum Ather entlang der
x-Achse mit Geschwindigkeit v, braucht das Licht fiir die Strecke vom Ursprung zum
Spiegel und zuriick fiir den Weg parallel zum Ather die Zeit

by =7 (1.3)

(1—=(2)*)
fiir den Weg senkrecht zum Ather die Zeit
b 2L
e /T (02

Es wird aber beobachtet, dass Licht beide Wege in derselben Zeit zuriicklegt. Fitzge-
rald und Lorentz schlugen vor (1889, 1902), dass sich die Lénge von Gegensténden
parallel zum Ather so reduziert, dass beide Zeiten gleich werden ( Lédngenkontraktion):

Ly=Ly/1~ (%})2 (1.5)

Die mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes in beiden Richtungen wire da-
mit gleich, aber nicht gleich der Geschwindigkeit ¢ im Ruhesystem des Athers:

(1.4)

d=cy[1—(=)2 (1.6)

Die Beobachtung der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit liele sich dann durch eine
Zeitdilation

t—t (1.7)

_ t
s
erkldren, die von Lorentz und anderen aber nicht als physikalischer Effekt angesehen
wurde. In Einsteins Spezieller Relativitatstheorie (SRT) wird die Transformation der
Zeit-Koordinate als Eigenschaft der Raumzeit angesehen.
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Abbildung 1.1: Skizze des Michelson Morley Experiments

Ein anderes interessantes Ergebnis ist das Experiment von Fizeau (1851), der fiir
die Lichtgeschwindigkeit in einem bewegter Fliissigkeit mit Brechungsindex n und
Geschwindigkeit v relativ zum Laborsystem das Ergebnis

c’:5+u(1—i> (1.8)

erhalten hatte. Per unerwartete 1/n2-Term wurde damals durch ein partielles ,, Mit-
schleppen” das Athers durch die Fliissigkeit erklart. In der SRT erklért sich der Effekt
durch das Additionstheorem der Geschwindigkeiten
<+
/= 2 1.9
=2l (1.9

nc?

fir v < ¢/n.

Beschreibung von masselosen Teilchen: Bestimmte Aspekte von Licht lassen sich in
einem Teilchenbild durch masselose Teilchen (Photonen) beschreiben, deren Energie
und Impuls mit der Kreisfrequenz w (zur Wellenldnge \) iiber die Formeln

2
E=h p=hwc w:¥ (1.10)
zusammenhéngen. Das ist mit der Newtonschen Energie-Impulsbeziehung
2
p
By, = — 1.11
K 2m ( )
nicht vertréglich. In der SRT wird die Energie-Impulsbeziehung zu
Eyin = ¢/ (cm)? + p? (1.12)

was einerseits im Grenzfall m — 0 mit ((1.10]) vertrdglich ist, andererseits fiir p — 0
die Ruhe-Energie
Ey = mc? (1.13)

ergibt. (siche Kapitel
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Galilei-Invarianz und Maxwell-Theorie?

Durch Betrachten der Bewegungsgleichung eines Teilchen mit Ladung ¢ in elektrischen und
magnetischen Feldern

dt
lasst sich erkennen, dass Elektrische und Magnetische Felder durch Transformationen zwi-
schen Inertialsystemen vermischt werden. Durch eine Galilei-Transformation mit Geschwin-
digkeit v = fl—f|t0 erhalt man ein Bezugssystem I’, in dem das Teilchen zu einem gegebenen

Zeitpunkt ¢y in Ruhe ist (ein sog. ,,instantanes Ruhesystem”). In diesem System wirkt auf
das Teilchen zum Zeitpunkt ¢, die Kraft

F=qFE (1.15)

Damit die Lorentz-Kraft (1.14) Galilei-invariant sein kann, muss das elektrische Feld im
instantanen Ruhesystem I’ mit den Feldern im urspriinglichen System zusammenhéngen:

2 . . 1 g .
d—x:F:q(EJrECCZZ—fxB) (1.14)

— — 1 —
E'=F+-vxB (1.16)
c

Es zeigt sich, dass die Maxwell-Gleichungen nicht unter den Galilei-Transformationen (|1.1)
und ([1.16) sowie einer analogen Transformation des Magnetfeldes invariant sind (siehe
Abschnitt[2.2.4). In der SRT lautet das korrekte Transformationsverhalten der Felder (siehe

Kapitel

D 2 §(v-E
B=y(B s+ lix - 210D
i L fﬁcg (1.17)
B = (B - tox -2 U5
c vy+1lc ¢

Uberblick iiber die Vorlesung

e In Kapitel [2| diskutieren wir die Frage, ob neben den Galilei-Transformationen und
den Lorentz-Transformationen noch andere Transformationen zwischen Inertialsyste-
men mit dem Relativitatsprinzip vertriaglich sind. Danach diskutieren wir ausfiihrlich
die Galilei-Invarianz und ihre Konsequenzen in der Newtonschen Mechanik, sowie
die nicht-Invarianz der Maxwell-Gleichungen. Schlielich fithren wir die Lorentz-
Transformation ein und diskutieren einfache Konsequenzen.

e In Kapitel [3] zeigen wir, dass sich Symmetrien in der Physik durch den mathemati-
schen Begriff der Gruppe beschreiben lassen und diskutieren die Gruppenstruktur der
Galilei und Lorentz-Gruppen. Dies ist besonders im Hinblick auf die relativistische
Formulierung er Quantenmechanik (Dirac Gleichung) wichtig.

e In Kapitel 4| wird die Newtonsche Mechanik so verallgemeinert, dass sie Lorentz-
invariant ist. Dazu verwenden wir vier-dimensionale Raum-Zeit Vektoren und Ten-
soren. Diese Methoden bilden die Grundlage fiir die Allgemeine Relativitdatstheorie.
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e In Kapitel [5| werden die Maxwell-Gleichungen in vier-dimensionale Notation umge-
schrieben und ihre Lorentz-Invarianz gezeigt. Die Grundlagen der Formulierung von
relativistischen Feldtheorien durch das Variationsprinzip werden eingefiihrt, was so-
wohl fiir die Quantenfeldtheorie als auch fiir die Allgemeine Relativitétstheorie eine
wichtige Grundlage ist.

e In Kapitel [0] wird die Beschreibung beschleunigter Bezugssysteme in der speziellen
Relativititstheorie diskutiert. Da nach dem Aquivalenzprinzip die Wirkung der Gra-
vitation immer durch Ubergang in ein beschleunigtes (, freifallendes”) Bezugssystem
kompensiert werden kann, bietet dies einen ersten Ausblick auf die Beschreibung von
Gravitationsfeldern in der allgemeinen Relativitdatstheorie.
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Kapitel 2

Das Relativitatsprinzip

2.1 Inertialsysteme und das Relativititsprinzip

2.1.1 Transformationen zwischen Inertialsystemen

In diesem Kapitel werden wir die Frage untersuchen, welche Koordinatentransforma-
tionen des Inertialsystems [ ein neues Inertialsystem I’ definieren.

Sei 7 ist der Vektor vom Ursprung zum Ort des Korpers. Unter Verwendung eines
orthonormierten Satzes von Einheitsvektoren €;, i = 1,2, 3 ldsst sich der Vektor in
Komponentenform schreiben:

T =zle) + 226 + e = E r'e;, = 1'e; (2.1)
i

Im letzten Schritt wurde die Einsteinsche Summenkonvention eingefiihrt, bei der {iber
gleiche Indizes summiert wird. Im Hinblick auf das unterschiedliche Verhalten bei Wechsel
des Koordinatensystems, das uns gleich begegnen wird, verwenden wir obere Indizes fiir die
Komponenten eines Vektors und untere Indizes um die Basisvektoren durchzunummerieren.

Ein Ereignis A wird durch die Angabe der Zeit ¢4 und der Koordinaten x, definiert:

() &

Das Bezugssystem I, das von den Einheitsvektoren definiert wird, ist ein Inertialsy-
stem, wenn die Bahnkurve eines Teilchen, das sich ohne Krafteinwirkung bewegt, von

der Form
(5 0) = () 23

ist, mit Konstanten a’, v’.
Es gibt zwei Moglichkeiten, Koordinatentransformationen zu definieren:

13
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Passive Koordinatentransformationen Der Vektor ¥ = z'€; bleibt unverdndert. Man
fithrt eine Transformation der Basisvektoren durch,

€ — €y (2.4)
Die Komponenten des Vektors # im neuen System &dndern sich entsprechend,

ot — (2.5)
so dass der Vektor unverédndert bleibt

-/

T=ax'e =" éy (2.6)

Aktive Koordinatentransformationen Die Vektoren selbst werden transformiert

81

r— 7 (2.7)

Dies gilt auch fiir die Basisvektoren:
& — &' (2.8)

Beziiglich der neuen Basis hat der Vektor Z’ dieselben Komponenten z' wie der
urspriingliche Vektor beziiglich der alten Basis:

i =a'e’ (2.9)

Driickt man den Vektor a7 beziiglich der alten Basis aus, werden die Komponenten
transformiert: .
7' =2"¢ (2.10)

Das Relativitéatsprinzip lasst sich sowohl fiir aktive als auch fiir passive Transformationen
formulieren. In der aktiven Formulierung wird ein Experiment z.B. einmal im im Hafen
ruhenden Schiff, einmal im relativ zum Hafen bewegten Schiff durchgefiihrt. In der pas-
siven Formulierung &dndern sich nur die zur Beschreibung des Experiments verwendeten
Koordinaten. Im folgenden verwenden wir die passive Formulierung. Die allgemeinste
Transformation der Koordinaten z* und der Zeit hat die Form

t—t' = f(t,z")

T (2.11)
=zt =g'(t,x")

Nach der Definition des Inertialsystems, muss die Bahnkurve in neuen Inertialsystem
wieder von der Form (£2.3) sein, d.h.

gi(t,a’ +v't) = a’ + o't (2.12)
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Abbildung 2.1: Raum-Zeit Diagramme fiir die Transformation der Bahnkurve eines
geradlinig-gleichférmig bewegten Teilchens zwischen Inertialsystemen

Es ist jetzt hilfreich, die Bewegung ([2.3)) in einem Raum-Zeit-Diagramm zu betrachten
(siche Abbildung [2.1]), in dem sie eine Gerade definiert, d.h. zwei Punkte 24 = 2(f4) und
xp = x(tp) der Bahnkurve erfiillen die Bedingung

Arlyp =o'l — 2y = v'(ta — tp) = v'Atap (2.13)

Die Forderung, dass die Bahnkurve auch in dem neuen Inertialsystem I’ eine Gerade
definiert,
Azl = 0" At (2.14)

bedeutet, dass der Zusammenhang zwischen alten und neuen Raum-Zeit Koordinaten li-
near, genauer gesagt affin sein muss:

t >t = L%t + L%a" —a®

. y o : : (2.15)
' =" =L + L'yt — a'

Im Vorgriff auf die spatere Notation wird hier fiir Zeitkomponenten der Index 0 verwendet.

In Ubereinstimmung mit der Konvention fiir die Basiszerlegung von Vektoren wird {iber

gleiche obere und untere Indizes summiert. Die Transformation der zwei Raum-Zeit Punkte

auf der Bahnkurve in die neuen Koordinaten ergibt

At/AB = LOOAtAB + LojACL’ilB = (Loo + Lojvj)AtAB (2 16)

AJJEL;B = LijA‘TiB + LioAtAB = (Lijvj + Lio)AtAB

woraus man durch Auflésen der ersten Gleichung nach At,p und einsetzen in die Zweite

entnimmt, dass auch die Raum-Zeit Punkte in den neuen Koordinaten auf einer Gerade
liegen:

Azl = v At (2.17)
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mit der neuen Geschwindigkeit

- (Lij’l)j —f- Llo)

i _ o o) (2.18)
Unter den Transformationen gibt es drei spezielle Klassen:
e Translationen des Raum- und Zeit-Ursprungs:

t'=t—a o =t —d (2.19)

Invarianz unter Raum und Zeit-Translationen ist gleichbedeutend mit der Homo-
genitit der Raumzeit (jeder Ort und jeder Zeitpunkt sind gleichberechtigt)

e Drehungen der Koordinatensysteme, die die Position des Ursprungs nicht verdndern
und die Zeitkoordinate unveriindert lassen, d.h. a® =a' =0, LY =1, LY = L} =0

=t z" = R'a’ (2.20)

Invarianz der Gesetze der Physik unter Rotationen impliziert die Isotropie der
Raumzeit. (jede Richtung ist gleichberechtigt)

e Sogenannte Boosts, d.h. Transformationen, bei denen sich der Koordinatenursprung
:1:6/ des neuen Systems gleichférmig mit der Geschwindigkeit v* gegeniiber dem des
alten Systems bewegt:

zh=v't & =0 (2.21)

Weiterhin gibt es sogenannte diskrete Symmetrien:
e Raumspiegelungen z* — —z°
e Zeitumkehr t — —t

Diese unterscheiden sich von den anderen Transformationen dadurch, dass sie nicht kon-
tinuierlich von einem Parameter (z.b. Winkel oder Geschwindigkeit) abhéngen und lassen
sich getrennt von diesen betrachten.

2.1.2 Allgemeine Form von Transformationen zwischen Inertial-
systemen

Die Form der Boosts lasst sich weitgehend einschrianken, und es lésst sich zeigen, dass
als Transformationen, die mit dem Relativitdtsprinzip konsistent sind entweder die in der
Newtonschen Mechanik realisierten Galilei Transformationen oder die Lorentz Transfor-
mationen der Speziellen Relativitétstheorie in Frage kommen [3].

Man argumentiert zunéchst, dass die Transformation fiir einen Boost die Form

t'=A(9)) ¢ + B(|o]) (3 - )

; e IR e (2.22)
2" =C(|v]) 2" + D(|0]) (v- Z)v* + E(|7]) v' t
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haben muss, d.h/[f] '
LOO = A, Loi = Bv'
L';=C68;+ Do, L'y=Ev
Diese Form folgt daraus, dass es keinen ausgezeichneten Vektor aufler der Geschwindigkeit
¥ gibt. Fiir den Fall einer Transformation in xz-Richtung vereinfacht sich (2.22)) zu

(2.23)

' = At+ Bux

"= (C+Dv)z+ Evt

x/ ( v)x v (2.24)
y=Cy

Z=Cz

Die Form der rdumlichen Transformation fiir einen Boost in z-Richtung lasst sich durch
Isotropie begriinden: die Koordinatensysteme lassen sich so wihlen, dass die y und z-
Achsen der beiden Systeme zusammenfallen.

Die Transformation soll die Bedingung erfilllen, d.h. der Ursprung von [’
bewegt sich von I aus gesehen mit der Geschwindigkeit v’

zy=0't = af =0= L)+ Lit = (Liv/ + L)t (2.25)
Diese Transformationen erfiillen also
Ly =—Li’ (2.26)
Die Bedingung impliziert
C+Dv=—-E=v (2.27)

wobei hier die in der SRT {ibliche Abkiirzung v eingefiihrt wurde.

Fiir das weitere Argument betrachten wir eine Transformation mit Geschwindigkeit in
2! = z-Richtung, die sich als ausreichend herausstellt, um die Koeffizienten festzulegen.
Fiir diesen Fall vereinfacht sich die Transformation zu

t' = At + Box
' =(z — vt)
) (2.28)
Yy =Cy
2 =Cxz

Die nédchste Bedingung, die an die Transformation gestellt wird, ist die sog. Rezipro-
zitit, d.h. die inverse Transformation von I’ nach I soll durch die Transformation mit
negativer Geschwindigkeit gegeben sein:

t = At' — Bva'

x =y(z' + ot

ey (2.29)
z=C7%

'Wir fiihren hier noch keine oberen und untere Indizes fiir Vektoren ein. Es gilt viv? = |o7]2.
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Einsetzen der Gleichungen ([2.29)) in (2.28) liefert die Bedingungen

t' = (A% + ByvH)t' + Bu(y — A)a’
7' =~(y + Bv?)a' + yu(y — At
b 2 (2.30)
y =C%
Z, — CQZ/
und damit
1 —~2 E+C 1-—
A=~, B=—2 ¢c-1, p=-_2tC__ 177 (2.31)
~yv? v? v?

wobei hier die Moglichkeit von Raumspiegelungen ausgeschlossen wurde und daher das
positive Vorzeichen fiir C' gewdhlt wurde. Der allgemeinste mit dem Relativitédtsprinzip
vertrégliche Boost in z-Richtung hat daher die Form

' = ~(z — vt) (2.32)

wobei 7 (|v|) eine noch nicht bestimmte Funktion ist. Die Transformation in beliebige Rich-

tung (2.22)) nimmt die Form

=~ (t 41 - ZQ (0 55)) (2.33)

an.
Um die Funktion y(|v|) zu bestimmen, muss ein weiteres Postulat eingefiihrt Werdenﬂ
An dieser Stelle unterscheiden sich die Newtonsche Mechanik und die SRT.

2.2 Galilei Invarianz

2.2.1 Galilei Transformationen

In der Newtonschen Mechanik wird zusétzlich zum Relativitatsprinzip gefordert, dass
Raum und Zeit absoluten Charakter haben:

2Durch Hintereinanderausfithrung von drei Transformationen lisst sich zeigen, dass v die Form ~y(v?) =
1/v/1 + K v? haben muss, wobei K eine universelle Konstante ist (= Ubung). Zur Bestimmung von K ist
eine physikalisches Argument notig.
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Postulat. Zeitliche Abstinde von beliebigen Ereignissen und rdumliche Abstdinde von gleich-
zeitig stattfindenden Ereignissen werden durch Transformationen zwischen Inertialsyste-
men nicht verdndert,

ta—tg =1ty —ty Ty -ty =Yy — a2l (2.34)

Das impliziert in den allgemeinen Transformationen (2.33) die Wahl
v=1. (2.35)

Die Form der Boosts, die in diesem Zusammenhang (eigentliche) Galilei Transforma-
tionen genannt werden ist damit wie schon in (|1.1)) angegeben

=t
(2.36)

' =ax—v't

Einige Eigenschaften der Galilei Transformation lassen sich in einem Raum-Zeit-Diagramm
veranschaulichen, siche Abbildung [2.2]

e Die Position der t’-Achse im alten Koordinatensystem ist durch die Bedingung
=0 = t=zxfv (2.37)
gegeben, wihrend die 2'-Achse (¢ = 0) mit der z-Achse zusammenfillt.

e Ereignisse, die in einem Inertialsystem zu verschiedenen Zeiten stattfinden, finden
in allen Inertialsystemen zu verschiedenen Zeiten statt, also ist die zeitliche An-
ordnung von Ereignissen absolut. Gleichzeitige Ereignisse liegen in beiden Be-
zugssystemen auf Parallelen zur z/z’-Achse. In der Abbildung ist als Beispiel die
,Einheitszeit” t = 1 eingezeichnet.

e Da die Geschwindigkeit v nicht beschrankt ist, ist es immer moglich eine Galileitrans-
formation zu finden, bei der ein Ereignis A bei (t4,x4) auf die ¢-Achse abgebildet
wird, d.h. das im neuen Inertialsystem das Ereignis A am selben Ort wie das Ereignis
bei (¢t,z) = (0,0) stattfindet. Zusammen mit Translationen 2’ = = — a gilt damit:
fiir zwei Ereignisse ldsst sich immer ein Inertialsystem finden, an dem sie
am selben Ort stattfinden.

Die allgemeinste Transformation zwischen Inertialsystemen ist aus der eigentli-
chen Galilei Transformation, der Rotation der Koordinaten und der Raum-Zeit Translation
zusammengesetzt:

t'=t—a
7= Rzl —v't —a

(2.38)

Auch diese allgemeine Form der Transformation wird Galilei Transformation genannt.
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t
t=tgt---------- 4 t
b=1f-—- =1
x/x

Abbildung 2.2: Raum-Zeit Diagramm mit den Koordinatenachsen der Inertialsysteme I
und ', die durch eine Galilei-Transformation (2.36|) verbunden sind. Im gestrichenen Sy-
stem findet das Ereignis A am selben Ort statt, wie das bei (¢, 2") = (0,0)

Drehungen
z' — R'a’ (2.39)

sind dadurch definiert, dass sie die Ldnge und Winkel von Vektoren invariant lassen.
Das ist gleichbedeutend mit der Invarianz des Skalarprodukts unter Drehungen:
Z-y=a'y = 2y = (RY2) (R yy™) (2.40)
d.h.
. . . . 1 . .
R'Ry = (R Ry =63 mit(R")', = R, (2.41)

oder, in Matrixschreibweise
R'R=1 (2.42)

Matrizen mit der Eigenschaft (2.42) werden orthogonal genannt. Aus der Orthogona-
litédtsrelation ([2.42)) folgt (= Ubungen)
det R = +1 (2.43)

Transformationen mit det R = —1 beinhalten Spiegelungen, die getrennt betrachtet werden
konnen.

Eine Drehung lésst sich durch einen Winkel ¢ und eine Drehachse 7, die bei der
Drehung unverdndert bleibt, parametrisieren:

R'(pi)n =n' (2.44)
Beispiele fiir Drehungen sind die Drehungen um die drei Koordinatenachsen:

1 0 0
R(ai€1) = |0 cosay —sinag |, (2.45a)
0 sinag; cosog
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cosay 0 —sinasg

sinas 0 cosas

cosaz —sinag 0
R(asés) = | sinag  cosag 0] . (2.45¢)
0 0 1

Im folgenden werden die physikalische Konsequenzen der Galilei Invarianz genauer disku-
tiert.

2.2.2 Galilei Invarianz der Newtonschen Bewegungsgleichung

Wir diskutieren jetzt die Bedingungen, die aus der Forderung nach Galilei-Invarianz von
Newton’s Bewegungsgleichung

mi'(t) = F'(z!, 2" 1) (2.46)

n’ n?

an die Kraft F* folgen. Hier sind die ¢ die Koordinaten von N Teilchen an den Orten Z,,.
Z bezeichnet den Ort eines gegebenen unter den N Teilchen herausgegriffenen Teilchens,
7 e{Z,}.
Zeit-Translationsinvarianz: ¢t —t' =t — a°
Wegen . '
dz'  dx'
dt — dt'
ist die linke Seite von Newton’s Gleichung invariant unter der Verschiebung des Zeit-
Ursprungs. Daher muss fiir die rechte Seite gelten
Fi(a! @l t) = F'(a! &'t —a°) (2.48)

n»'nr n»*n?

(2.47)

d.h. die Kraft darf nicht explizit von der Zeit abhédngen.

Translationsinvarianz z° — 2! — a’. Da a' konstant ist, bleibt die linke Seite wieder
invariant. Fiir die Kraft muss gelten

F'(x,, @) = F' (2, — a', 7,) (2.49)
Dies ist der Fall, wenn die Kraft nur von Relativkoordinaten abhéngt

F'=F'((2} —a'), %) (2.50)

rn
Eigentliche Galilei Transformationen i’ — 7! — v’

F'((x7, = 23y, @, t — a°) = F'((a7, — a7,), @, — 0", (2.51)

m? n’

Dies ist der Fall, wenn die Kraft auch nur von Relativgeschwindigkeiten abhéngt:

F' = F'((z;, — 7,), (&), — @,)) (2.52)
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Rotationen Unter einer Rotation z!, — R;zJ #ndert sich die linke Seite der Newton-
Gleichung, da auch die Beschleunigung rotiert wird. Die Kraft muss also die Bedin-

gung
F'((xy, = @), (&, — 3,)) = B (Ry (], — ),), B (@], — 3,)) (2.53)

erfiillen. In diesem Fall spricht man von ,, Kovarianz” oder , Forminvarianz” der Be-
wegungsgleichung, da sich beide Seiten gleichermaflen unter der Rotation verhalten.
Die Bedingung (?77?) ist z.B. gewéhrleistet, wenn die Kraft als Gradient einer skalaren
(d.h. rotationsinvarianten) Funktion V' geschrieben werden kann:

P, — ) =~V (ah — ) (2.54)

Die Galilei-Invarianz der Newtonschen Mechanik gilt fiir abgeschlossene Systeme. Be-
trachtet man nur die Bewegung eines Untersystems von Teilchens in von auflen vorgegebe-
nen Kréften gilt die Galilei-Invarianz nicht fiir das Untersystem:

e Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld der Sonne und Erde: der Satellit bewegt sich
unter dem Einfluss einer Orts- und Zeit-abhéngigen Kraft. Fiir das Gesamtsystem
Satellit+Erde+Sonne gilt (bei Vernachldssigung anderer Planeten etc.) die Galilei
Invarianz.

e Eine Reibungskraft F* = —vz® fiir ein Teilchen, das sich auf einem Tisch bewegt ist
nicht Galilei-Invariant, da sie nur im Ruhesystem des Tisches diese Form annimmt.
Das Gesamtsystem Teilchen+ Molekiile des Tischs ist wieder Galilei invariant.

2.2.3 Erhaltungsgrofien und Noether Theorem

Wir betrachten ein System von N Punktteilchen, das im Rahmen der Langrange-Mechanik
durch verallgemeinerte Koordinaten ¢* mit a = 1,...3N beschrieben wird. Die Dy-
namik wird durch eine Lagrangefunktion L(v%, g%, t) beschrieben, die von den verallge-
meinerten Koordinaten und den zugehorigen verallgemeinerten Geschwindigkeiten
v® = ¢* abhéngt. Die Bewegungsgleichungen folgen aus den Lagrange-Gleichungen

d oL 0L d oL
_ 4 _ = —p°— (2.55)
dt ove  0q*  dt 0q°
Hier wurde der kanonisch-konjugierte Impuls zur Variable ¢* eingefiihrt:
0L
O
Betrachte eine infinitesimale Koordinatentransformation, die von einem Parameter
€ parametrisiert wird:

a

p

(2.56)

¢*(t) = ¢ (t,€) = ¢*(t) + eh®(q", 1)
dh* (¢, t) (2.57)

V() = v (¢ €) = v (t) + € i
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Man sagt, eine Lagrangefunktion ist invariant unter einer Transformation, wenn gilt

dr’ d . . .,
0= ElEZO = &L(q (tu 6)72) (t,E),t)|€:0 =

oL, OLdh

5 e a (2.58)

Die Lagrangefunktion ist aber nur bis auf Addition einer totale Zeitableitung einer Funktion
x(q%,t) eindeutig, da diese die Wirkung unverindert lisst:

to d to
S = / dt (L(v“, q“t) + Ex(q“,t)> = / dt L(v*, ¢, t) + x(¢% t)|2 (2.59)
t1 t1

Da bei der Variation die Zeiten ¢; 5 und die Koordinaten an den Randpunkten ¢%(ty /2)
festgehalten werden, ist der Zusatzterm eine Konstante und fallt beim Variieren der Ko-
ordinaten heraus. Die Transformation L — L + % x wird Eichtransformation genannt.
Daher ist die Wirkung invariant, wenn die Lagrangefunktion die Bedingung

dr’ d .

erfullt.

Theorem. (Noether) Ist eine Wirkung invariant unter einer Transformation (2.57) sind

die Grofien
. OL

=h 2.61
Q@n 9o X ( )
zeitlich konstant: 0
h
— =10 2.62

Beweis: Unter Verwendung der Lagrange-Gleichung bekommt man

dQn _ ,d 0L (d, )\ OL _dx
dt —  dt e dt ove  dt
oL d oL  dy
_ pa L pa _ A 2.63
h 0q° * (dth ) ovr  dt (2.63)
AU _dx
de dt

In den folgenden Beispielen werden kartesische Koordinaten z!, von N Punktteilchen
verwendet) und eine Lagrangefunktion der Form

L(d,2,) = 5 ) ma(i)? = V(z;, — 7,) (2.64)

betrachtet. Hier wurde ein Potential angesetzt, das nur von den relativ-Absténden der
Teilchen abhéngt und rotationsinvariant ist.
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Translationen = Impulserhaltung :
rl =1l —ea' = h! = —a' (2.65)

Die Lagrangefunktion ist invariant (y = 0), die zugehorige Erhaltungsgrofe ist der
Gesamtimpuls in a-Richtung:

Q=Y a2 S @i (2.66)

a'——
— v},

Rotationen = Drehimpulserhaltung : Aus der expliziten Form der Drehungen ([2.45))
bekommt man die infinitesimale Transformation z.B. fiir eine Drehung um die z-

Achse:
1 — 0
xl — Ri(ecs)r! mit Ri(eds)=le 1 0
n 7 n J
= h:‘l,S = —€P3gd
und analog fiir Rotationen um die beiden anderen Koordinatenachsen:
Wy = —€7*al (2.68)
Die zugehérige Erhaltungsgrofe ist der Gesamtdrehimpuls in k-Richtung:
LF=Q, =— Ze“’“xja—L. = (@ x p)" (2.69)
k - navz - n n
Eigentliche Galilei-Transformationen:
o =2l pehl il =d@l 4ehl . Bl =—v't (2.70)
Hier ist die Wirkung invariant, nicht die Lagrangefunktion selbst:
dr’ oL .. i
T =2 ga =T 2 med
" " : 2.71
S = ) 21
dt &~ """ dt
Die Eichfunktion yx lésst sich durch die Schwerpunktskoordinate
R =&t M:zn:mn (2.72)

ausdriicken:

X =M R) (2.73)
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Die zugehérigen Erhaltungsgréfien sind

Qui = —0° <Z pit— MRZ) = —v'M(Rt — R) (2.74)

Die Konstanz dieser Gréflen besagt, dass sich der Schwerpunkt eines abgeschlossenen
Systems mit konstanter Geschwindigkeit bewegt:

dQy

=0 R=0 2.75
I = (2.75)

Dieses Ergebnis folgt aber schon aus der Konstanz des Gesamtimpulses, so dass sich
hier keine neue Information ergibt.

Die Zeit-Translation t' = ¢ —a® ist nicht von der Form , die nur Transformationen
der Raumkoordinaten zuldsst. Das Noether-Theorem ldsst sich auf Transformation der
Zeitkoordinate erweitern [2], was hier aber nicht diskutiert werden soll. Die Herleitung der
Konstanz der Energie fiir nicht explizit zeitabhéngige Lagrangefunktionen findet man in

Standard Lehrbiichern iiber Mechanik.

2.2.4 Galilei Invarianz und Elektrodynamik

Transformation von E und B Feldern?

Wir hatten schon gesehen, dass die Galilei-Invarianz der Lorentz-Kraft
L 1d7 -

?z - T
Y _Fog(E+-YxB 2,
m q< + o X ) (2.76)

eine Galilei Transformation ((1.16)) erfordert, die elektrische und magnetische Felder mischt:

7x B (2.77)

V- E =drp (2.78a)
V-B=0 (2.78b)
. - 10B
E4+ 22— 2.
V x B+ - 0 (2.78¢)
. - 10E 4r-
B - -7 2.78d
VX c Ot c J ( )

mit den Galilei-Transformationen kompatibel sind. Dies wird in den Ubungen weitergehend
diskutiert.
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Hier geben wir ein einfaches Argument, das auf Widerspriiche zu der Galilei-Invarianz
der Lorentz-Kraft fiihrt. Betrachte einen Draht auf der z-Achse, der im System
I homogen geladen ist (Ladungsdichte p) und keinen Strom fiihrt, d.h. die La-
dungstréiger sind im System in Ruhe. Die elektrischen und magnetischen Felder sind dann
in Zylinderkoordinaten (x,y, z) = (r cos ¢, rsin ¢, z):

— 2 —
I: E=%¢ B=0 (2.79)
T

Betrachte nun ein System [’, in dem sich die Ladungstriger mit der Geschwin-
digkeit —v entlang der z-Achse bewegen, was eine Stromdichte

j=—up (2.80)
erzeugt. Das elektrische Feld sollte nach ((1.16|) unveréndert sein, wihrend der Strom nach
dem Ampereschen Gesetz ein Magnetfeld erzeugt:

2p 2pv

I E =g, B == 2.81
r G r ced) ( )
Dieses Verhalten entspricht einer Transformation des Magnetfeldes
L. 1 .
B =B—--0xFE (2.82)
c
da in obigem Beispiel:
1 2 S,
——ix E="L (—9> ¢ xé =0 (2.83)
c r c/) N—~—

=,
Andererseits ist die Kombination der Transformationen (1.16) und (2.82)) nicht mit der
Galilei-Invarianz der Lorentzkraft vertraglich

, L 1. - L1 L1 L1 _,
F' = (E’+—f’><B’): <E+—UxB+—(f—17)x(B——17xE))
¢ ¢ ¢ (2.84)

Die Zusatzterme sind von der Ordnung (v/c)?, so dass die bisher gefundenen Transformati-
onsgesetze nur ndherungsweise fiir kleine Geschwindigkeiten richtig sein konnen. Dies wird
auch ersichtlich, wenn wir in obigem Beispiel die Transformation I — I’ mit Geschwindig-
keit —v betrachten:

N D) 2 a 2
BoB-—ixB="z+()axe :E(1—(9)> (2.85)

C T C C

Diese Transformation hat auf E' also nicht die Wirkung einer inversen Transformation,
was der Reziprozitit widerspricht, die bei der Konstruktion der Transformation zwischen
Inertialsystemen gefordert wurde. Die richtigen Transformationsgesetze in allen Ordnungen
in ¢ lassen sich erst durch die Lorentztransformation finden.
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Ausbreitung von Wellen

Die Wellengleichung fiir ein Feld ¢ ist durch

1 S
(33 - 6—283) o(Z,1) (2.86)
gegeben. Die ebenen Wellen sind Lésungen der Form
O(Z,t) = ¢pexpli(wt — k - T)) + c.c. (2.87)

mit dem Zusammenhang von Kreisfrequenz w und Wellenvektor k

k2= Z (2.88)
Die Welle breitet sich mit der Gesctlwindigkeit ¢ in Richtung von k aus, da das Argument
der Exponentialfunktion fir k - Z/|k| = ct konstant ist.

Unter einer speziellen Galilei Transformation

r=t (2.89)
2 =at =it '
transformieren sich die partiellen Ableitungen nach der Kettenregel:

oz’
0 = %aj, = 0y

a;f o (2.90)

T i

8t = an + Waj/ = (9t/ — v (92-/

Das sieht man alternativ durch explizites Einsetzen der Galilei Transformation:
p(T',t') _ I(T —vt,t)  9p(F,t")
o ot o
Die Wellengleichung ist daher nicht Galilei invariant, sondern hat im neuen Inertialsystem
die Form

(@ V(T t')

2 1 R v 2 =1 gl
ai,—g(at,—v-v) S(Z', ') =0 (2.91)
Mit einem Ebenen-Wellen Ansatz bekommt man die Bedingung
. 1 a2
-5 (w' — (@ k:’)) =0 (2.92)

Fiir den Fall, dass ¥ || k' ist, findet man daraus

CU/

ctv

d.h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit wird durch die Galilei Transformation um v geéindert.
Es gibt also ein ausgezeichnetes Bezugssystem, in dem sich die Welle mit ¢ ausbreitet, was
dem Relativitétsprinzip widerspricht.

K=+

(2.93)
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2.3 Lorentz Invarianz

2.3.1 Lorentz Transformation

Wir hatten fiir die allgemeinste Form eines “Boosts” zwischen Koordinatensystemen die

Form ([2.33) gefunden:
! 1 - 72 — =
t'=~t+ o (U-2)

1—
12

(2.94)

i .
x/ ::C’L_

V(ﬁ-f)vi—”yvit

wobei v(v?) eine noch zu bestimmende Funktion ist. In der SRT wird sie durch das Postulat
von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit festgelegt:

Postulat. Licht breitet sich in jedem Inertialsystem mit der Geschwindigkeit ¢ = 2,9979 - - - x
1082 qus.

Dieses Postulat impliziert, dass die Lichtgeschwindigkeit sowohl von der Geschwindig-
keit der emittierenden Lichtquelle und des Beobachters, als auch von der Raumrichtung
invariant ist.

Zur Bestimmung von 7 betrachten wir die Transformation in z-Richtung fiir die
Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit x(t) = ct. Nach dem Postulat von der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit gilt auch z’(t') = ct’. Damit bekommt man die Bedingungen:

1—72 1—92
t'=~ <t+ W%Z vx) =t (1 + 727 5)
(2.95)

' =y(x —vt) = yt(c —v) = ot

Eliminieren von ¢’ fithrt zu der Bedingung

7 (1- %) S (PHa-2) = <1 - U—) =1 (2.96)

v
und damit zu

v
_ _v 2.97
¥ . (2.97)

Verwendet man die Identitét

2o P g 2.98
Ve E T By (2.98)

lasst sich die allgemeine Form der Lorentztransformation schliefflich in der Form

2 4 ' (2.99)
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schreiben.
Fiir eine Lorentz-Transformation in xz-Richtung bekommt man

¥ = ~y (930 — B:B)
¥ = y(z — Ba°)
y =y
2=z

(2.100)

2.3.2 Eigenschaften der Lorentz-Transformation
Invariantes Raum-Zeitintervall

Die Bedingung, dass Lichtstrahlen sich in allen Inertialsystemen mit der gleichen Geschwin-
digkeit ausbreiten, bedeutet, dass aus der Relation

— ¢ (2.101)

die analoge Relation im neuen System folgt

da’ (t') da" (t') 2

T T (2.102)
Die Bedingung lésst sich dquivalent formulieren:
(dz®)? — (dz")* =0, = (dz*)* — (dz")?* =0 (2.103)
Fiir die Transformation in z-Richtung lésst sich das leicht iiberpriifen:
(dz®)? — (da')? = 2 [(dmo — ﬁdx)z — (dz — ﬁde)Q] (2.104)

= ~*(1 — B3 (dt* — dz?) = (dt?* — dz?)
Es gilt also sogar die noch stiarkere Invarianz des vierdimensionalen Raum-Zeitintervalls:
(dz°)? — (dz*)? = (dz”)? — (da")? (2.105)

auch wenn dieses Intervall nicht null ist. (Beweis fiir eine allgemeine Lorentz-Transformation
= Ubung)

Vierervektoren und Skalarprodukt
Die Invarianz des Raum-Zeit Intervalls (2.104) ldst sich kompakter durch die Einfithrung

von Vierervektoren formulieren:

o = (‘?) _ (fo) | (2.106)
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Die Vektoren z# spannnen den so-genannten Minkowski-Raum auf. Hier romische In-
dizes laufen von 1, ..., 3, Griechische Indizes von 0, ..., 3. Das Raum-Zeit Intervall lasst sich
dann mit Hilfe eines “Pseudo-Skalarprodukts” von Vierervektoren

(z-y) = 2%°" — 2"y’ (2.107)
schreiben als
As’p = (w4 — x5)? (2.108)
Es gilt
1
(xq-zp) = §(x2A+:E2B— (x4 — x5)°) (2.109)

woraus die Invarianz des Skalarprodukts unter Lorentztransformationen folgt:

(@"-y) = (z-y) (2.110)

mit
o = L*,a” (2.111)

Darstellung im Raum-Zeitdiagramm

Bei der Darstellung der neuen Koordinatenachsen in einem Raum-Zeit-Diagramm des al-
ten Koordinatensystems ist die t'-Achse durch dieselbe Bedingung wie bei der Galilei-
Transformation gegeben:

=0 = 2"=2/p (2.112)

Allerdings wird jetzt auch die Raumachse transformiert:
=0 = 2°=p (2.113)

Die Normierung der Koordinaten ergibt sich aus der Invarianz des Raumzeitintervalls:

-/

(%) = (a')? = ()" - («")? (2.114)

Die Einheits-Zeitkoordinate (2%, 2') = (1,0) im neuen Bezugssystem liegt also auf dem
Schnittpunkt der z'°-Achse mit der Kurve

(%) = (') =1 (2.115)

bestimmt, die Einheits-Raumkoordinate (z*,2") = (0,1) auf dem Schnittpunkt der z'-
Achse mit der Kurve
(29)? — (2")* = -1 (2.116)

Dies sind Hyperbeln, sieche Abbildung 2.3}
Die Transformation der Koordinatenachsen lésst sich auch diagrammatikalisch konstru-
ieren:
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r=1 z

Abbildung 2.3: Raum-Zeit Diagramm mit den Koordinatenachsen der Inertialsysteme [
und [’; die durch eine Lorentz-Transformation (2.100) verbunden sind. Im gestrichenen
System findet das Ereignis X am selben Ort statt, wie das bei (¢',2) = (0,0), das Ereignis
Y zur selben Zeit.

e Die Steigung der 2%-Achse (im System I gezeichnet) ergibt sich (wie bei der Galilei-
Transformation) daraus, dass sich der Koordinatenursprung mit der Geschwindigkeit
v bewegt.

e Die 2/-Achse ist definiert durch alle Ereignisse, die in I’ gleichzeitig zum Ereignis bei
(2%, ) = (0, 0) stattfinden, siche Abbildung [2.4| Den Vorfaktor v muss man in dieser
Herangehensweise iiber die Konstanz des Raum-Zeitintervalls bestimmen.

Details zu dieser Konstruktion:

o  Gleichzeitigkeit“ ldsst sich durch Synchronisierung von Uhren an verschiedenen Orten mittels Licht-
strahlen definieren: Im System I ist die ¢-Achse die Weltlinie eines im Ursprung ruhenden Teilchens.
Ein Lichtstrahl, der bei ¢; von einem solchen Teilchen ausgesendet wird, werde bei x zum Zeitpunkt
t = t; + z/c reflektiert und kommt zum Zeitpunkt ¢t = ¢; + 22/c wieder am Ursprung an. Das Er-
eignis findet also am Ort & = £(t2 — t1) zur Zeit t = (¢, + t2) statt. Alle Ereignisse mit demselben
Wert der Zeit t finden gleichzeitig statt. Im System [ finden gerade alle Ereignisse auf der xz-Achse
gleichzeitig zur Zeit ¢t = 0 statt.

e Die Bahnkurve eines im System I’ im Koordinatenursprung ruhendes Teilchen ist durch die ¢’
Achse gegeben. Ein zum Zeitpunkt ¢} ausgesendetes Lichtsignal bewegt sich wegen der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit auf einer Geraden mit 45° Steigung. Wird das Signal bei 2’ zum Zeitpunkt
t’ reflektiert und kommt bei t5 wieder bei dem Teilchen im Ursprung an, gilt wieder ¢’ = (t; +t5).
Die z’-Achse ist definiert als Ort aller Ereignisse mit ¢’ = 0.
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Abbildung 2.4: Geometrische Konstruktion der Position der x’-Achse als Ort von Ereignis-
sen, die gleichzeitig zum Ereignis im Koordinatenursprung stattfinden.

Raum-Zeit Abstiande

Betrachte zwei Ereignisse A und B die im Bezugssystem I die Koordinaten (t4,Z4) und
(tp,©p) haben. Wegen der Invarianz des Intervalls (2.104)) ist der Raum-Zeit Abstand

AS,QABE ([L’A—ZL’B)Q262(tA—tB)2—(fA—fB)2 (2117)
in jedem Inertialsystem gleich. Je nach dem Vorzeichen dieses Abstands werden Ereignisse

>0, zeitartig,
As%5{ =0, lichtartig, (2.118)

< 0, raumartig

genannt.
Diese Terminologie ist durch folgende Beobachtungen motiviert:

e Fiir zwei lichtartig getrennte Ereignisse A und B ist es fiir tg > t4 moglich,
einen Lichtstrahl von 4 nach Zp zu senden. Man sagt, die Ereignisse, die von x4
lichtartig getrennt sind, bilden den Lichtkegel von z 4.

e Fiir zeitartig getrennte Ereignisse gilt in jedem Inertialsystem |tp —t4| > |75 —
Zal, d.h. fur tp > ts ist es moglich, Signale von Z, nach &}, zu senden, die sich
langsamer als das Licht ausbreiten. Man sagt B liegt innerhalb des Lichtkegels
von A. Es ist moglich, eine Lorentztransformation in ein System zu finden, in dem
A und B am selben Ort stattfinden. In Abbildung ist das Ereignis X zeitartig
vom Ursprung getrennt.
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e Raumartig getrennte Ereignisse kénnen nicht durch Signale, die sich mit Licht-
geschwindigkeit oder langsamer ausbreiten, verbunden werden. Es ist moglich, eine
Lorentztransformation in ein System zu finden, in dem A und B gleichzeitig statt-
finden. In Abbildung ist das Ereignis Y raumartig vom Ursprung getrennt.

Geschwindigkeitsaddition

Fiir die Transformation der Geschwindigkeit unter einer Transformation der Form ([2.15])

haben wir das Ergebnis (2.18) erhalterf}

= 2.119
LOO + LO].U] ( )
Mit den fiir die Lorentz-Transformation gefundenen Werten[’]
L% =1, Loj = —’Y&
2 ¢ (2.120)
i i + 1 + ")/ﬁ /63 0 ’705
bekommt man das Additionstheorem der Geschwindigkeiten:
i (L'jv7 + L)
n LOO -+ Lojvj
> (2.121)

(W —eB) + 25T B)
Y1 = (5-9)/c)

Dieses Ergebnis wird iibersichtlicher, wenn man die Geschwindigkeit v* in Komponenten
parallel und orthogonal zu 3 zerlegt:

T B’ (2.122)
Ui =8
Damit findet man
=—(1-v)
) ) ) 72ﬁ2
y ”1_7652+vﬁ<1+ 1+7>

vt o= — 2.123
(1= (B-)/c) (2129)

3Die Geschwindigkeit v ist hier nicht dieselbe, die im Parameter des Boosts, 3 auftritt.
4Beachte, dass in (2.18) noch nicht die Koordinate 20 = ct eingefiihrt wurde, d.h. es sind beim Vergleich
mit (2.99) noch geeignete Faktoren ¢ einzufiigen.
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wo die Identitat (2.98]) verwendet wurde. Fiir die Komponenten parallel und orthogonal
zum Boost findet man

i U|i| - Cﬁi
V=T oo (2.124a)
(1—(F-9)/o)
i vl
v = = (2.124Db)
(1= (8-9)/c)
Fiir zwei Spezialfille vereinfacht sich das Ergebnis weiter:
S y 1
7|7 o= f (2.125)
(1= 1B[lv])/e)
- y J i
RN o = Y= ah (2.126)
g

Lichtgeschwindigkeit als Grenzgeschwindigkeit

In der Konstruktion der Lorentztransformation wurde verwendet, dass sich Licht immer
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet, es ergibt sich aus den Ergebnissen aber sogar, dass
die Lichtgeschwindigkeit eine Grenzgeschwindigkeit ist, d.h. bewegen sich Objekte in einem
Inertialsystem mit v < ¢ gilt dies in allen Inertialsystemen.

e Damit der Faktor v = 1/4/1 — (2 reell bleibt, muss 5 < 1 gelten.

e Aus dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten folgt, dass fiir |7 < ¢ und |§] < 1
immer gilt, dass |U'] < ¢

‘?7!|2_1_(1—1Z—j)(1—52) <1 |17|/c<1,|g|<1 (2.127)
2 (1_£)2 =1 |]/e=1 |

Damit ist streng-genommen noch nicht gezeigt, dass es keine Signale gibt, die sich in allen
Inertialsystemen mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten. Dies wiirde aber zu Problemen
mit der Kausalitét fithren:

e Gibe es Signale, die sich schneller als Licht ausbreiten, wére es moglich Signale
zwischen raumartig getrennten Ereignissen auszutauschen. Es lieflen sich dann Be-
zugssysteme finden, in denen die zeitliche Anordnung von A und B unterschiedlich
ist, d.h. die Kausalitédt wére verletzt.
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Beweis von :
L A=5)=F) (e—d- 5 (@)1 )
(1_¥)2 (c—7-F)2
_ (0 B)? = 2(5- B) + (i + %) — 2B
(c—- 5 (2.128)

B = 2cBuy + 2%+ (1 - B2)(vf + 1)
- (c—¥-B)

il — 2 -2,,2 1 9
- “ C(clﬁi ;ﬂ:)YQ "= 072((”(\)2 + ()% = 1;7

2.3.3 Langenkontraktion und Zeitdilatation
Langenkontraktion

Betrachte die folgende Situation:

e cin Lineal ruhe im Inertialsystem I’) in dem es die Lénge L hat.

e das System I’ bewegt sich parallel zu dem Lineal mit der Geschwindigkeit v relativ
zu einem Inertialsystem [

e Die Anfangs- und Endpunkte des Lineals in I’ seien 2’4 und 2’5 mit

Ailgy=ap—a)y=1L (2.129)

e Zum Zeitpunkt ¢t wird in I die Lange des Gegenstandes gemessen.

Dann erhilt man den Zusammenhang (2% = 2% = t).
1
L= (23 —y) =7 [(xzp — Ba) — (xa — B2Y)] =vAzpa = Azpa = ;L < L (2.130)

Die Lange des bewegten Gegenstandes in [ ist also kleiner als die Lénge in seinem Ruhe-
system.
Bemerkungen:

e die Linge wird an einem festen Zeitpunkt in I gemessen, d.h. nicht an einem fe-
sten Zeitpunkt im Ruhesystem des Korpers. Dies 16st auch Schein-Paradoxien wie
beim “relativistischen Einparken® auf: in jedem Bezugssystem gibt es eine konsi-
stente Beschreibung der Reihenfolge der Ereignisse, die Reihenfolge ist aber in den
Bezugssystemen anders.

e Das optische Erscheinungsbild eines relativistisch bewegten Korpers wird noch davon
beeinflusst, dass das Licht unterschiedliche Laufzeiten von verschiedenen Orten auf
dem Korper bis zum Beobachter benotigt. Ein bewegter Wiirfel erscheint z.B. rotiert
anstatt gestaucht (bei einem grofien Abstand verglichen mit seiner Kantenlénge),
siche Ubungen.
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X

Abbildung 2.5: Raum-Zeit Diagramm mit den Koordinatenachsen der Inertialsysteme [
und [’, die durch eine Lorentz-Transformation (2.100) verbunden sind. Im gestrichenen
System ruht ein Gegenstand der Lange L. Wird die Lénge in [ zu einem Zeitpunkt ¢
gemessen, wird eine Léngenkontraktion gemessen.

Zeitdilatation

Betrachte nun folgende Situation:

e Im Inertialsystem I’ ist am Punkt 2’ eine Uhr angebracht

e die Uhr wird zu den Zeiten t; und t, abgelesen.

Vom System I aus gesehen finden die Ereignisse (ct’, B ) bei den Koordinaten

xOA/B = 7(3521//3 + B’ (2.131)
za/p =y + 53321//3)

statt. Damit ist die Beziehung zwischen dem Zeitintervall Atgy = (2% — 29)/c in I und
Aty in I’
At/BA =+1- 52AtBA < AtBA (2132)

Ein Beobachter in [ zieht also die Schlussfolgerung, dass die Zeit in I’ langsamer vergeht.
Alternativ verwende, dass sich der Punkt z’ in I mit der Geschwindigkeit v bewegt:

95?4//3 = (x5 — Brasp)

, , ) (2.133)
g =" =v(wa/p = Bryp)
also x4/p = x’/’erﬂx%/B und
Az, =1 — Az, = /1 - B2A2Y (2.134)

Bemerkungen:
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Abbildung 2.6: Raum-Zeit Diagramm mit den Koordinatenachsen der Inertialsysteme [
und ', die durch eine Lorentz-Transformation (2.100) verbunden sind. Im gestrichenen
System findet die Ereignisse A und B am selben Ort statt. Links: Auf einer Uhr, die in

I' an diesem Ort ruht, wird die Zeitdifferenz x% — x% angezeigt, die kleiner ist, als die

Zeitdifferenz 2% — 29, die fiir einen Beobachter in I zwischen den Ereignissen vergeht.
Rechts: Fiir den Beobachter in I’ findet das Ereignis in A gleichzeitig mit dem Ereignis C

in [ statt, das Ereignis B gleichzeitig zu D. Fiir ihn vergeht die Zeit in I langsamer.

e Die Formel fiir die Zeitdilation hat eine andere Bedeutung als die Lorentz-
transformation der Zeitkoordinate 2*° = ~(2° — Bz): die Lorentztransformation gibt
die Zeitkoordinate an, die im System I’ von einer in I im Punkt x angebrachten
Uhr abgelesen wird, die Zeitdilation die Zeit, die in I von einer in I’ ruhenden Uhr
abgelesen wird.

e Wegen der Reziprozitidt der Lorentztransformation wird auch ein Beobachter in I’
die Zeit in [ als verlangsamt ansehen. Dies ist kein Widerspruch, da diese Aussagen
nicht auf dem Vergleich der Zeit auf einer einzigen Uhr in I mit einer einzigen Uhr
in I’ beruhen. Stattdessen werden von Beobachtern in I und I” andere Ereignisse als
gleichzeitig angesehen, siehe Abbildung [2.6

Eigenzeit

Fiir eine Bahnkurve (ct,z'(t)) ist eine lorentzinvariante Beschreibung der Zeit durch die
sogenannte Eigenzeit 7

A2 = (ct)? — (2'(t))? = 22(t) (2.135)
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gegeben. Die Lorentzinvarianz ist wegen der Invarianz des Minkowski-Skalarprodukts klar.
Im instantanen Ruhesystem zur Zeit #; ist

z'(tg) =0 = T=1 (2.136)

was den Begriff | Figenzeit motiviert. Die Eigenzeit 14sst sich verwenden, um relativistische
Verallgemeinerungen von Begriffen wie Geschwindigkeit und Beschleunigung zu definieren,
siehe Kapitel [4

Die Eigenzeit fiir ein Objekt mit konstanter Geschwindigkeit mit Bahnkurve

o' (t) = v't (2.137)

hédngt gerade durch die Zeitdilatation (2.132) mit der Koordinatenzeit ¢ zusammen:

2= 0_12(1;2‘(1:))2 = (1 - “—2) £ (2.138)

c2

Im allgemeinen lésst sich die Bahnkurve eines bewegten Korpers durch einen Parameter
A parametrisieren:

2h(\) = (f&D (2.139)

und die Eigenzeit fiir die Bewegung von a/; = z#(A4) nach 25 = z#(A\p) ist durch

Ap dt\? 1 [dz\?
- (L) -2 (&
TBA /AA \/(d)\) 2 (d)\>

gegeben, da nach Kettenregel gilt

1 dt\* 1 [dz\?
2 2 =2 _ 2
dr? = dt ——c2dx — d)\ [<_d)\) -5 (_d)\> ] (2.140)

»Zwillingsparadoxon*

Wegen des Minuszeichens der Raumkoordinaten in der Definition der Eigenzeit (12.140)),
hat eine Bahnkurve, die im Raum-Zeit Diagramm ldnger aussieht, eine kiirzere Eigenzeit.
Dies erklart das sog. ,,Zwillingsparadoxon” (siehe Abbildung :

e Fiir einen im System [ ruhenden Beobachter vergeht zwischen den Ereignissen A und
C die Zeit
AtCA =tc—ta (2141)

e Fiir einen Beobachter, der sich mit Geschwindigkeit v bis zum Raum-Zeitpunkt B
und danach mit der Geschwindigkeit —v nach C bewegt ist die Eigenzeit durch

02 02 02
TBAa = A/ 1 — —2AtBA +1/1— _QAtCB =14/1-— —2AtcA < Atcg (2142)
C C C
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T

Abbildung 2.7: Raum-Zeit Diagramm zur Illustration des , Zwillingsparadoxons”.

gegeben, fiir den relativ zu I bewegten Beobachter vergeht also weniger Zeit. Ein
realistischeres Beispiel mit einer gleichférmig beschleunigten Bewegung wird in den
Ubungen diskutiert.

e Das scheinbar paradoxe an dieser Situation ist nicht, dass verschiedene Beobachter
verschiedene Zeiten messen, sondern die Asymmetrie zwischen dem Beobachter in [
und dem bewegten Beobachter, da wegen dem Relativitatsprinzip alle Inertialsysteme
gleichwertig sind. Der bewegte Beobachter ruht allerdings nicht die ganze Zeit in
einem Inertialsystem sondern wechselt das Inertialsystem am Raum-Zeit Punkt B.
Daher tritt kein Widerspruch zum Relativitatsprinzip auf.

2.3.4 Doppler Effekt und Aberration
Doppler Effekt
Betrachte eine ebene Welle:
o(z) = ¢g exp(i(wt — k - T)) + c.c. (2.143)

(wir betrachten den einfacheren Fall eines skalaren Feldes ¢ statt des elektrischen oder ma-
gnetischen Feldes, die sich nicht-trivial unter Lorentz-Transformationen verhalten). Damit
¢(z) sich trivial unter Lorentz-Transformationen transformiert,

¢'(2') = ¢(z) (2.144)
muss die Phase Lorentz-invariant sein:

wt—k-T=k-x (2.145)
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k= <”£C) (2.146)

Der Vierervektor k* transformiert sich unter einer Lorentztransformation genauso
wie der Vierervektor z# = (ct,x?) , d.h. wie in (2.99).

Betrachte ein System I’, in dem ein Sender ruht, der Licht mit der Kreisfrequenz '
und Wellenvektor £’ aussendet. Eine inverse Lorentztransformation in ein System 1,
in dem sich der Sender mit Geschwindigkeit v = ¢ bewegt, ergibt

K= w/e=~ <k + (3 k’)) -
2 2.147

Y 7 7 i 1,/0
K=K s (B R) 54 6

Fiir eine elektromagnetische Welle gilt

k2= (w/e)? —k*=K*=0, W = clk], w = c|k| (2.148)

Fiir einen Boost in eine Richtung mit Winkel ¢ relativ zur Ausbreitungsrichtung der
Lichtwelle:
K - B =|K|B]cost (2.149)

gilt daher die Formel des relativistischen Dopplereffekts (5 = | 3l )
w="w'(1+ pcost) (2.150)

Beachte, dass hier ¢ der Winkel zwischen Wellenvektor und Boost-Geschwindigkeit
im System des Senders sind.

Um die Formel durch den Winkel 6 zwischen Wellenvektor und Boost-Richtung im
System des Empfiangers,

= |k]|8] cos 6 = wef cos O (2.151)

auszudriicken, betrachte die Lorentz-Transformation vom System des Empféngers in
das System des Senders:

W' = <w —c(f -k )) =qw (1 — Bcosh))

v(1 — Bcosh)

(2.152)
= w=

Fiir zwei Spezialfille vereinfacht sich die Formel des Dopplereffekts:
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e Fiir einen Boost parallel zur Ausbreitungsrichtung, cos = 1 = cos#’ ergibt sich der
longitudinale Dopplereffekt

1
w='1+p)=u % (2.153)

wie in den Ubungen betrachtet. Der inverse Ausdruck ist

W=wy(l-p)=w % (2.154)

und geht aus (2.153) durch die Ersetzung g — —f hervor, wie von der Reziprozitét
erfordert.

e Fiir einen Boost senkrecht zur Ausbreitungsrichtung im System des Empfangers
(cos@® = 0) gibt es einen nicht-verschwindenden Effekt ( ,,Transversaler Dopp-
lereffekt*).

w=— 2.155
: (2155)

Dieser Effekt tritt erst in der SRT auf und ist durch die Zeitdilatation zuriickzufiihren.
Hier ist 6 der Winkel zwischen dem Wellenvektor und der Boostgeschwindigkeit im

Aberration

Wir diskutieren nun die Transformation des Wellenvektors in ([2.147)). Die Richtung des
Lichtstrahls im System I relativ zur Boost-Geschwindingkeit ist

2.2

67 )‘f"YﬁQkO
1+~
——
—(1-7)

= ByIK|(cos 8’ + )

(5 E) = 5|E| cosf = (g ]2’)(1 +
(2.156)

Der Winkel relativ zur Boost-Richtung in I’ steht also mit dem in [ in der Beziehung

W' , cost +
_ W _ CosT+ b 2.1
cos 6 5 v(cos b + ) T Boosf (2.157)

Dieser Effekt der Winkeldnderung wird Aberration genannt. Das Licht einer Lichtquelle,

die im System I’ Licht mit dem Offnungswinkel 6/ = 5 aussendet, erscheint im System [

also mit dem Offnungswinkel
= arccos f§ < g (2.158)

Dies wird Scheinwerfer-Effekt genannt.
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Betrachte den Anteil des Wellenvektors senkrecht zu f:

ky = |k|sin6
Aus der Lorentztransformation folgt
K, =k,
Daher gilt
, ki |K|sin@  &'sin@ sin ¢’
sinf = = = — = =
|| k| w Y(1+ Bcost)

Damit findet man die Aberrationsformel

(2.159)

(2.160)

(2.161)

(2.162)



Kapitel 3

Struktur von
Lorentz-Transformationen

3.1 Gruppentheoretische Begriffe und die Galilei-Gruppe

3.1.1 Symmetrietransformationen und Gruppentheorie

Transformationen zwischen Koordinatensystemen haben natiirlicherweise die mathemati-
schen Eigenschaften einer Gruppe.

Definition. Fine Gruppe G ist eine Menge von Objekten g mit den folgenden Figen-
schaften:

e Fir f,g € G existiert eine Verkniipfung o so dass fog=h € G.
o Die Verkniipfung ist assoziativ fo(goh) = (fog)oh

o Fs emistiert ein Einheitselement ¢ € G: eog=goe =g fir alle g € G.

1

o Fiir jedes Element g € G ewistiert ein inverses Element ¢! mit g~'og = gog™! =

€.

Die Verkniipfung ist nicht notwendigerweise kommutativ. Falls dies der Fall ist d.h.
fog=go f firalle f,g € G, wird die Gruppe abelsch genannt, falls die Verkniipfung
nichtkommutativ ist nicht-abelsch.

Diese Axiome realisieren physikalisch sinnvolle Eigenschaften von Koordinatentransfor-
mationen 7" von Systemen [ — [’

e Zwei hintereinanderausgefiihrte Transformationen 77 : I — I’ und Ty : I’ — I” sollen
wieder eine Transformation T : I — I” sein

e Die triviale Transformation mit I = I’, existiert immer.

e [s soll eine inverse Transformation T : I’ — I geben.

43
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Die Existenz der inversen Transformation mit Geschwindigkeit —¢" wurde schon in der
Konstruktion des Boosts verwendet.

Sowohl Raum-Zeit Translationen, Rotationen als auch eigentliche Galilei Transforma-
tionen sind Gruppen:

e Fiir Translationen ist die Verkniipfung die Addition, das Einheitselement der Null-
vektor und das inverse Element das negative.

e Fiir eigentliche Galilei Transformationen ist die Verkniipfung durch die Addition der
Geschwindigkeiten gegeben:
=gt — vt " =" — it = " =2 — (v W)t
e Drehungen sind Elemente der Drehgruppe SO(3), der “speziellen Orthognalen
Gruppe” in drei Dimensionen, die im folgenden genauer diskutiert wird.

3.1.2 Drehgruppe

Drehungen werden durch orthogonale Matrizen beschrieben. Die orthogonalen Ma-
trizen bilden eine Gruppe, mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung und der Ein-
heitsmatrix I als Einheitselement. Die orthogonale Gruppe in N-Dimensionen wird
O(N) genannt, die Gruppe der orthogonalen Matrizen mit det R = +1 spezielle
Orthogonale Gruppe SO(N).

Eine beliebige Drehung lasst sich durch Hintereinanderausfithrung von Drehungen um
die Koordinatenachsen konstruieren. Daran sieht man, dass die Elemente der Dreh-
gruppe kontinuierlich von den Parametern o' abhingen. Gruppen mit dieser Ei-
genschaft nennt man Lie Gruppen.

Im allgemeinen werden Elemente einer Lie-Gruppe von n Parametern o’ parametrisiert,
g(a) = g(al, ..., a"). Die Zahl n der Parameter heifit die Dimension der Lie Gruppe. Die
Kompatibilitdt mit der Abgeschlossenheit der Gruppe unter der Verkniipfung o erfordert

g(a;) oga;) = g(ay,) mit ap = f(ay, o), (3.1)

wobei die Funktionen f stetig differenzierbar von «; und «; abhéngen.

In einer Lie Gruppe lassen sich wegen der kontinuierlichen Abhéngigkeit von den Pa-
rametern Operationen aus der Analysis wie das Bilden von Grenzwerten, Ableitungen etc.
definieren. Insbesondere lassen sich infinitesimale Transformationen in der Ndhe des
Einheitselements betrachten. Im Beispiel der Drehgruppe gilt:

OR(en)
Oe
Hier wurde aus Konventionsgriinden ein Faktor i eingefiihrt. Die Parametrisierung wurde

so gewéhlt, dass das Einheitselement fiir den Drehwinkel ¢ = 0 erreicht wird:

R(el) =1+ |l—oe + O()) =1 —iT(71)e + O(€?) (3.2)

R(ent)|e—o = L. (3.3)
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In der Gruppe SO(3) lassen sich wegen det R = 1 alle Elemente durch Grenzwertbildung

aus einer Hintereinanderausfithrung von infinitesimalen Rotationen gewinnen. Die Matrizen

OR(en)
Oe

heilen daher Generatoren der Lie-Gruppe. Eine Basis fiir die Generatoren lisst sich
aus den Drehungen um die Koordinatenachsen (2.45)) definieren:

T(7t) =i

’6=0 (3.4)

R(e,6,) =1 —1ie, T + ... (3.5)
mit
00 0 00 —i 0 —i 0
T'=(0 0 —i]|, T°=(0 0 0], T°=(i 0 0 (3.6)
0 i 0 i 0 0 0 0 0

Eine endliche Rotation um & = a®¢* liasst sich aus der Hintereinanderausfithrung von
infinitesimalen Transformationen definieren:

R(d@) = lim (1 —ia—T“) = exp (—ia°T?), (3.7)

wobei die Exponentialfunktion einer Matrix durch die Reihenentwicklung definiert ist.
Die Bedingung der Orthogonalitdt der Drehmatrizen impliziert die Antisymmetrie der

Generatoren:
I = RT(@)R(a@) = exp (—ia®(T*)") exp (—ia*T*)

=I—ia" ((T9)" +T%) +... (3.8)
= (Ta)T — _Ta

Das Ergebnis der Hintereinanderausfithrung von zwei Drehungen héngt von der Rei-
henfolge ab: R; Ry # Ry R;. Die Drehgruppe ist also nichtabelsch. Man sagt auch, dass
Drehungen nicht “vertauschen” oder nicht “kommutieren”. Fiir zwei infinitesimale Dre-
hungen R, = exp(—ie] 1) dsst sich zeigen, dass der erste nichtverschwindende Effekt
der Nichtvertauschbarkeit durch

RiRy — RyRy = —€leb(TT" — TPT*) + O(€%) (3.9)
gegeben ist.(= Ubungen) Man definiert den sog. “Kommutator” zweier Matrizen durch
[A,B] = AB — BA (3.10)
Fiir den Kommutator zwischen den Generatoren der SO(3) findet man
[T, T = ie*eT* (3.11)
mit dem total antisymmetrischen Symbol

(128 1 eabe _ _ bac _ _ ach (3.12)
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Allgemein lasst sich zeigen, dass der Kommutator der Generatoren einer Lie Gruppe
eine Linearkombination der Generatoren sein muss:

[T, T" = ifebeTe (3.13)

mit Konstanten ¢, den sogenannten Strukturkonstanten. Eine Menge von Objekten, die
eine Relation der Form ({3.13)) erfiillt heifit Lie Algebra. Die Relation (3.13) folgt aus der
Konsistenzbedingung (3.1)), die die Form

g(ay)g(ay) = exp (—iafT") exp (—ia?Tb) = exp (—1f*(, a;)T?) . (3.14)
annimmt. Die Gruppenaxiome implizieren

g(a)g(0) = g(0)g(a) = g(a) (3.15)

so dass gilt
140,a) = fY(a,0) = a® (3.16)

Hier ist die Parametrisierung der Gruppenelemente so gewihlt, dass ¢g(0) = e. Die Taylor-
entwicklung der Funktion f ist daher von der Form

[, a;) = a?—i—af—i—C’abcafaj—f—.... (3.17)

Durch Entwicklung von (3.14)) bis zur zweiten Ordnung in den «; ldsst sich zeigen, dass die
Lie Algeblf_a (3.13) mit der Relation f®¢ = 2C% aus der Entwicklung von f¢ erfiillt sein
muss (= Ubungen).

Darstellungen von Lie Gruppen und Lie Algebren

Bisher wurden die Gruppenelemente g und die Generatoren T der Drehgruppe als konkrete
3 x 3 Matrizen angesehen. Es lassen sich aber auch andere Realisierungen der SO(3) finden
als durch solche Matrizen. Alle Objekte g(«) fiir die eine Verkniipfung existiert mit der
sie die Gruppenaxiome erfiillen und fiir die die Hintereinanderausfithrung durch dieselbe
Funktion f(a,as) in definiert ist heifflen Darstellung der SO(3). Insbesondere sind
in der Physik Darstellungen auf einem Vektorraum relevant.

Definition. Fine Darstellung D einer Gruppe G auf einem Vektorraum V ist eine Abbil-
dung der Elemente g € G auf lineare Abbildungen D(g) von V auf sich selbst, die mit der
Gruppenmultiplikation kompatibel ist:

g-f=h = D()D(f)=D(g-f)= D(h). (3.18)

Analog ist eine Abbildung von einer Lie-Algebra auf lineare Abbildungen eine Darstel-
lung der Lie Algebra, wenn die Abbildung mit der Kommutatorrelation (3.13|) vertraglich
ist:

[D(T*), D(T")] = f**D(T°). (3.19)

Beispiele:



3.1. GRUPPENTHEORETISCHE BEGRIFFE UND DIE GALILEI-GRUPPE 47
e Die Matrizen
T = — (3.20)

mit den Pauli Matrizen

ol = ((f é) . <? Bi) R — ((1) _01). (3.21)

erfiillen dieselbe Lie Algebra wie die Generatoren der SO(3) und bilden deswegen
eine Darstellung.

e Fiir ein Feld, das sich trivial unter Rotationen 2’ = Rz transformiert, ist der Zusam-
menhang zwischen den alten und neuen Koordinaten

¢(a') = ¢(z) = 6(R"'') (3.22)
Fiir eine infinitesimale Transformation (siehe (2.68)))

R(—afe®)a' = o' + WFpiak 4 ... (3.23)
und damit o ‘
¢ (z) = ¢(R ') = ¢(2) + €% 27 o Vig(x) + ... (3.24)
Schreibt man die Wirkung der Rotation auf das Feld in der Form
¢ (z) = exp(—ia’ J)é(x) = (1 —ia' J)p(z) + . .. (3.25)

findet man die Darstellung der Generatoren durch Differentialoperatoren:

J' = ik vk (3.26)

3.1.3 Struktur der Galilei-Gruppe

Auch die vollen Galilei-Transformationen (2.38) bilden eine Gruppe. Ein Gruppenelement
g wird durch die Angabe der Rotationsmatrix, der Geschwindigkeit und der Raum und
Zeit-Translation parameterisiert:

, , t  —t—a°
0 .
g(R7 Ula a aa’l) . { V&3

S , (3.27)
" = Rzt —v't—a

Das Element hingt also von 10 Parametern ab: drei Drehwinkeln of, drei Geschwindig-
keitskomponenten v, sowie den vier Parametern der Raumzeittranslation a® und a’. Die
Galileo Transformationen ldsst sich auch in Matrixform bringen,

(i) = e () + (5) (3.25)
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mit der Matrix .
Ly(R,v") = 10 (3.29)
g v R

Jede homogene Galilei-Transformation lédsst sich als Produkt einer Rotation und einer
eigentlichen Galilei Transformation schreiben:

Ly(R,v") = Ly(I,v")L,(R,0) = Ly(R,0)L,(T, (RTv)") (3.30)

wie man durch Einsetzen sieht.
Die Galilei-Transformationen erfiillen die Gruppenaxiome:

e Die Hintereinanderausfithrung von zwei Galilei-Transformationen g1 2( Ry 2, v} /20 a? /20 al /2)
hat folgende Wirkung auf die Raum-Zeit Koordinaten:

t —t—a—adl
g2091: 97 — Rh, (R]a* — vt —a]) —vi(t—al) — a} (3.31)

= (RaRn)ia® — [(Raar)' + va] t — [(Rea1)'a + viaf]
Das Ergebnis ist wieder eine Galilei-Transformation:

920 g1 = g(Roy, vy, aly, ) 1) (3.32)
mit den Parametern
Ris = Ry - Ry
viy = (vy + Ry - v1)°
=+

i 0 i
aly = (R2 - a1 +vaay + as)

(3.33)

e Die Verkniipfung ist assoziativ, da Matrixmultiplikation und Addition assoziativ sind.
e Das Einheitselement ist durch e = g(I, 0,0, 0) gegeben.

e 7u jedem g existiert ein inverses Element,
g YR, ', d° a") = g(RT, —(R" -v)}, —a®, —(R” - (a + va"))") (3.34)

Die Gruppenstruktur der Galilei-Gruppe lésst sich noch weiter diskutieren. Dazu dienen die folgenden
Begriffe

e Eine Menge von Gruppenelementen H = {h;} € G, die fiir sich selbst die Gruppenaxiome erfiillen,
d.h insbesondere h; o ho € H, heifit Untergruppe von G. Die Raum- und Zeittranslationen,
eigentlichen Galilei-Transformationen und Rotationen sind jeweils Untergruppen der vollen Galilei
Gruppe.

e Eine Untergruppe H heifit invariante Untergruppe oder Normalteiler von G, wenn fiir alle
he H, geG gilt
gohog e H (3.35)
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e cine Gruppe ohne (nichttrivialen) Normalteiler heifft einfach, eine Gruppe ohne kontinuierlichen
abelschen Normalteiler halbeinfach.

Die homogenen Galilei-Transformationen mit a° = 0, a’ = 0 haben die Eigenschaft

v vy (1 07\ (1 07 1 07
Ly(R,u)Ly(I,v) Ly(R*,—R u) = <ﬁ R> (17 ]I> (—RTU RT
Ly (Ru) (3.36)

1 07

d.h. die eigentlichen Galilei-Transformationen sind ein (abelscher) Normalteiler.

3.2 Lorentzgruppe

3.2.1 Definition der Lorentzgruppe
Lorentz- und Poincarégruppe

Analog zur Definition der Drehgruppe als Menge aller Matrizen, die das Skalarprodukt im
R? invariant lassen,

Foj=atyt =2y = (R'27) (R'yy™) (3.37)
lasst sich die (homogene) Lorentzgruppe definieren als die Menge aller Matrizen
A , die das Skalarprodukt im Minkowski-Raum (2.107) invariant lassen invariant

lassen:
(z'-y)=(z-y) mit " =A"2” (3.38)

Transformationen, die eine Raum-Zeit Translation beinhalten, werden inhomogene Lorentz
Transformationen oder Poincaré Transformationen genannt:

ot =AY — at, (3.39)

Metrischer Tensor

Es ist niitzlich, das Minkowski-Produkt in der Form

(l’ : y) = guv$“y# (340)

zu schreiben, wo die Komponenten des Metrischen Tensors

1 0 0 0
0O -1 0 0

9w=10 0 -1 0 (3.41)
0 O 0 -1

eingefithrt wurden. Fiir den inversen metrischen Tensor werden per Konvention obere In-
dizes verwendet,

(g =g™ (3.42)
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er erfiillt die Bedingung

9" g, =08 = g) (3.43)
Komponentenweise gilt auch
10 0 0
0 -1 0 0
po_
=10 o -1 o (3.44)
0 0 0 -1
Die Invarianz des Skalarprodukts lésst sich in der Form
Gtz = g A, N 5 2P’ = Gpo’ .
= g, A = gy (3.45)
formulieren. In Matrix-Notation A = (A*,) lautet die Bedingung
ATgh =g (3.46)

Gruppeneigenschaften

Die Lorentz-Transformationen bilden eine Gruppe:
e Die Lorentz-Transformationen sind abgeschlossen beziiglich des Matrixprodukts:

A?/29A1/2 =g = (MAy) gMA =g (3.47)

Das Matrixprodukt ist assoziativ

Das Einheitselement ist durch die Einheitsmatrix gegeben

e Die inverse Transformation ist durch

At =g ATy (3.48)
definiert:
ATA =g P ATgA =1 (3.49)
——

=9

In Komponentenschreibweise fithrt man die Notation:
(A, = gup Ny g7 = A (3.50)

ein.
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3.2.2 Zweige der Lorentzgruppe

Lorentz-Transformationen lassen sich durch die Eigenschaften der Matrizen A weiter klas-
sifizieren. Aus der definierenden Gleichung ([3.46)) folgt

= det g = det(ATgA) = |det A|*det g

3.51
= det A = +1. ( )

Die Menge der Lorentz Transformationen mit Determinante +1 wird L. genannt.

e [, bildet eine Untergruppe der Lorentzgruppe, die Elemente von L, werden
eigentliche Lorentz-Transformationen genannt.

In Analogie zur Notation SO(N) fiir die Gruppe der orthogonalen N x N Matrizen,
nennt man Matrizen, die einen N + M- dimensionalen Metrischen Tensor mit N
Eintragen +1 und M Eintrdgen —1 invariant lassen, SO(N, M). Es gilt also

L, = SO0(3,1) (3.52)

e [_ ist nicht abgeschlossen beziiglich der Matrixmultiplikation (das Produkt von Ma-
trizen mit Determinante —1 hat Determinante +1) und bildet daher keine Unter-

gruppe.
Eine weitere Klassifizierung folgt aus fir p=0=0:
goo = 1 = gu Mo Ao = (A%)? — (A")*. (3.53)
Die Lorentz-Transformationen erfiillen also
|A%] > 1. (3.54)

e Die Menge von Lorentz-Transformationen mit A% > 1 wird als LT bezeichnet und
formt eine Untergruppe, die sogennannte orthochrone Untergruppe der Lorentz-

gruppe.

e Die Menge von Lorentz-Transformationen mit A% < —1 wird L+ genannt und bildet
keine Untergruppe.

Insgesamt zerfillt die Lorentzgruppe in vier disjunkte Untermengen:

det A : A% - Beispiel:
Ll + > 1 A=1
Lt -1 > 1 A = diag(1,—1—,—1,—-1) = Ap (3.55)
Lt -1 < -1 A =diag(—1,1,1,1) = Ay

Ly 41 < -1 A=—1=ApAr
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e Die einzige Untergruppe ist die der eigentlichen, orthochronen Lorentz-Trans-
formationen Li, auch spezielle Lorentz-Transformationen genannt.

e Die Elemente der anderen Untermengen lassen sich aus den speziellen Lorentz-Trans-
formationen durch Multiplikation mit den Matrizen Ap, Ar oder ApAs erhalten.
Diese Lorentz-Transformationen entsprechen diskreten Symmetrien, der Pa-
ritdtstransformation (Raumspiegelung)

P ot =Aph, = <f(:> (3.56)
und der Zeitumkehrtransformation
T: o' —a =M, = (‘;fo) . (3.57)
Es gilt also
r=rluvrbvurtturt=rburel upPLl UuTPL] (3.58)

Im Folgenden wird der Begriff ,,Lorentzinvarianz“ fiir Invarianz unter speziellen Lorentz-
Transformationen verwendet. Die diskreten Transformationen P und 7' lassen sich getrennt
diskutieren.

3.2.3 Die Lorentzgruppe als Lie Gruppe
Zerlegung von Lorentz-Transformationen
Wir kennen zwei Klassen von Transformation, die (3.38) invariant lassen{T]

e Boosts, die kontinuierlich von den Relativgeschwindigkeiten E abhéngen

PPN V0
L*,(B) = (’Yﬁj (5; _ 1_’+L7 zﬁ]) (3.59)

Es ist oft hilfreich, statt der Geschwindigkeit die sog. Rapiditit 7 einzufiihren,
B = tanh v, (3.60)
durch die sich die Boosts entlang der Koordinatenachsen in der Form

coshry 0 0 sinhv

R 0 10 0
L(ves) = 0 01 0 : (3.61)
sinhv 0 0 coshv

etc, ausdriicken lassen (= Ubungen).

"'Wir gehen in diesem Abschnitt zur aktiven Formulierung der Lorentz-Boosts iiber, um mit den iiblichen
Konventionen iibereinzustimmen (d.h. 8 — —f bzw. v — —v in den Formeln fiir die Boosts.)
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e Drehungen, die kontinuierlich von den Winkeln ¢ abhéngen

P = (o ryg) (862

Es lasst sich zeigen dass sich analog zu den Galilei-Transformationen (3.30) alle speziel-
len Lorentz-Transformationen in ein Produkt einer Drehungen und eines Boosts zerlegen
lassen [1}, 3]:

A= L(B)R($) = R(®)L(R - B) (3.63)
wobei A
gl = A_OZ (3.64)
Beweisskizze von :

e Wegen gilt
2 (Ao)?  (A%)* -1
p* = = <1
(A%)? (A%)?

so dass 3 ein erlaubter Geschwindigkeitsparameter ist.
Es gilt

() —— A% =A% (3.65)
\/1 B 52 \/(AOO)Q — (A%p)?

e Der Boost in der Zerlegung (3.63)) hat die Form

74 A% Aty
w - ) ) o
L8) = (AJO 05 + 1+}\00 AZOAJO)

(3.66)

(die ,falsche” Indexstellung ist eine Konsequenz der Identifizierung L’y = L%; = Bt = Afq /A%)

e Durch Ausmultiplizieren findet man

~ -~ = = A() 7Aj AO AO 1 (_)T
=L YB)A=L(-B)A = L 0. U I _
R (B) (=8) ( Nig 81+ Lo Ao AJO) ( Ny Ay 5 R (3.67)

mit einer Drehmatrix R. Um dies zu sehen, betrachte

R% = (A%)? — (Ap)2 =1 (3.68)
RO = AO%A%, + AgAT =0 (3.69)
Rig=—AoA% + A (1+ (A" )=0 (3.70)
0 070 0 1+ A9, .
N—_——
_(80)2-1
S

Hier wird auch tiber gleiche obere Indizes summiert. In der ersten und dritten Zeile wurde (3.53)
verwendet, in der zweiten Zeile die analoge Bedingung go; = 0 = g, Ao A”; = A% A% — AJgA7;.

e Die Tatsache, dass R eine Drehmatrix mit RER = I3 ist, folgt daraus, dass sowohl A als auch L den
Metrischen Tensor invariant lassen und die Matrix R die Raum und Zeit-Koordinaten nicht mischt,

dh. ) .
- 1 0 1 0

= o, = | - .71

R gR g = (OT _RTR> <OT —]I3> (3 7 )

e Die zweite Identitdt in (3.63)) folgt durch Auswerten der Bedingung ¢g"* = ¢g”7 A,/ A,".
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L1 als Liegruppe

Aus der Zerlegung (3.63) folgt, dass die speziellen Lorentztransformationen L% eine Lie-
gruppe bilden:

e Eine spezielle Lorentz-Transformation lsst sich durch die sechs Parameter 3* und ¢*
parametrisieren

e Die Gruppenelemente hidngen kontinuierlich von den Parametern ab, da R und L
kontinuierlich von den Parametern abhéangen.

Weitere Bemerkungen:

e Die Rotationen bilden eine Untergruppe von Ll, die Boosts nicht; die Hintereinan-
derausfithrung von zwei Boosts ergibt im Allgemeinen das Produkts eines Boosts und
einer Rotation. Dies ist im Unterschied zur Galilei-Gruppe, in der die eigentlichen
Galilei-Transformationen eine Untergruppe bilden.

e Die Rotation werden durch die Winkel ¢ parametrisiert, die Werte auf einer kom-
pakten Menge (0 < ¢ < 27) annehmen, da ¢ = 0 und ¢ = 27 derselben Drehung
entsprechen.

e Die Boosts werden durch die Rapiditdten v parametrisiert, deren Wertebereich (—oo <
v < 00) nicht kompakt ist. Man sagt, die Lorentz-Gruppe ist nicht kompakt.

Generatoren und Lie-Algebra

Fiir die drei-dimensionalen Drehmatritzen haben wir die Exponentialdarstellung ((3.7))
R(d) = exp (—ia*T?), (3.72)

mit den Generatoren 7% der SO(3) gefunden. Wir suchen nun eine analoge Darstellung
der Boosts. Dafiir ist die Darstellung durch die Rapiditét sinnvoll, siche Gl. (3.61)).

Fiir eine Rotation um die 3-Achse (eingebettet in eine Raum-Zeit Transformation) und
einen Boost entlang der 3-Achse bekommt man fiir infinitesimale Parameter d¢ und
ov:

1 0 0 0
R(6oe) = | | 51@ 9N Loue) =1 P0G, (373)
0 0 0 1
1 0 0 v
} 010 0 o ,
L(ovés) = 001 olt O(ov*) =1 —1iov K° 4+ O(0¢?), (3.74)
ov 0 0 1
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Die Matrizen J? und K3 sind die Generatoren infinitesimaler Drehungen um die 2® Achse
bzw. Boosts in die 23-Richtung. Aus den Drehungen um bzw. Boosts entlang der iibrigen
Achsen ergeben sich die sechs Generatoren der speziellen Lorentzgruppe:

000 0 0 0 00 00 0 0
. [oo0oo0 o0 , [0 0 0 i . (00 =io0
T=looo =l 7=|ooool" 7=|oi o of ©GP
00 i 0 0 —i 00 00 0 0
0i 00 00100 000 i
. [io0o00 . (0000 . o000
K=loo0o0o0l E=lioool" E=loooo| G
0000 0000 i 000

Die Generatoren bilden eine Lie Algebra mit den Kommutatorrelationen
[J', 7] =i ",
[J4, K9] = ie"" K*, (3.77)
(K, K7 = —ied* J*
die sog. Lorentz Algebra.

e Die erste Kommutatorrelation ist von den 3-dimensionalen Rotationen vertraut

e Die zweite Relation lisst sich so interpretieren, dass sich die K’ unter infinitesimalen
Drehungen wie ein Vektor transformieren

e Die dritte Relation ist konsistent damit, dass die Boosts keine Untergruppe bilden
sondern das Produkt zweier Boosts in der Regel eine Drehung beinhaltet (die sogen-
nante , Wigner Drehung”)

Durch Hintereinanderausfiihrung von infinitesimalen Rotationen und Boosts analog
zu ($3.7) findet man die Form der endlichen Transformationen:

R(@) = exp (—ip'J") L(7) = exp (—iV'K"). (3.78)

e Diese Form der endlichen Transformationen gilt nur fiir die spezielle Lorentz—GruppeLl,
da sich die Transformationen P und 7" nicht durch Entwicklung um das Einheitsele-
ment gewinnen lassen

e Die Generatoren der Drehungen sind hermitesch, die der Boosts nicht:
JT=J K= K" (3.79)

Daher werden Boosts nicht durch unitdre Matrizen dargestellt, im Gegensatz zu
Drehungen.
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Kovariante Formulierung

Die Lorentz-Algebra ist in einer Form geschrieben, in der Boosts und Rotationen
getrennt behandelt werden, d.h. nicht in einer ,,manifest kovarianten” Form, in der die
Raum-Zeit Koordinaten gleichberechtigt behandelt werden. Um eine solche Form zu finden,
betrachten wir infinitesimale Lorentz-Transformationen, die in der Form

AP (w) = 68 + dwh, + . ... (3.80)

geschrieben werden. Die Bedingung, dass die A eine Lorentz-Transformation bilden, wird
in linearer Ordnung in den dw

G\ pN o = g (0l + ow" ) (0 + 0w"s) + ...
pootop HATp P ' (3.81)
:gpg+(5w0p+5wm+..- ing-

Die dw sind also antisymmetrisch:
dWep = —0Wpe. (3.82)

Antisymmetrische vier-mal-vier Matrizen haben sechs unhabhéngige Eintréige, d.h. wir er-
halten wieder das Ergebnis, dass Lorentztransformationen von sechs Parametern abhéngen.
Unter Verwendung der Antisymmetrie der dw,, lasst sich (3.80) in die Form

A", (8w) = 88 + Swas g™ 08 = 6 — %5%5(Maﬁ)ﬂy, (3.83)

bringen, aus der man die (Generatoren infinitesimaler Lorentz-Transformationen
ablesen kann:
(Mo2)e, =i(g™"o) — g™ay). (3.84)

Hier indizieren o und 3 die sechs Generatoren, wihrend p und v die Komponenten der
Matrix M“? bezeichnen. In Matrixform schreiben sich die infinitesimalen Lorentztransfor-
mationen als

A(dw) =1 — %5%5M“5. (3.85)
Die Generatoren ([3.84) erfiillen die Vertauschungsrelationen
[M", MP] = —i (g" M — " M"? — g"° M*” + g" MH). (3.86)

Diese Form der Lorentz-Algebra ldsst sich z.B. aus der Darstellung der Generatoren als
Differentialoperator herleiten (= Ubungen).

Durch Exponentieren der infinitesimalen Transformationen erhélt man eine Parametri-
sierung der endlichen Transformationen:

A(w) = exp (—%waﬂMaﬁ) = exp (—igpiJi — iViKi) . (3.87)
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Hier wurden die Erzeugenden der Boosts und Rotationen sowie die Rapiditdt und der
Drehwinkel als

1

K'= M", JE = 5eiﬂ"fMif : (3.88)
. 1 ... ..
vt = wo;, oF = 56”’%” (3.89)

identifiziert.
Die Komponenten der Generatoren (3.88)) stimmen mit den frither gefundenen expliziten Ausdriicken
iiberein:

(K, = i(g™s, - g™5)) = { S (3.90)
0 sonst,
(JFymn = ie”k(gzméjn — 760 = —i€9K ;.0 = —ie™ME. (3.91)
Die Kommutator-Relationen (3.86)) sind zu den Relationen (3.77) dquivalent:

(K, K9] = [M%, M%) = -iM" = icF K*, (3.92)

) j 1 imn mn 05 1 imn (smj p rn0 nj 3 rmO0 s ijn n0
[J,KJ]:§6 (M ,MJ]:flie (6™ M0 — 5 M™Y) = —ieV"™ M0, (3.93)

=—Kn
[J', J?] = [M?3, M) = —iM?' =iJ3 |  etc. . (3.94)

3.2.4 Ausblick auf die relativistische Behandlung von Teilchen

mit Spin
Die komplexen Linearkombinationen der Generatoren von Boosts und Drehungen
i Lo i
12 = §(J FIK"), (3.95)
erfiillen die Kommutator-Relationen
[T T)] = i€ T 6,4, (3.96)

die identisch zu denen der Drehungen sind. In der Quantemechanik des Drehimpulses fin-
det man alle Matrizen, die diese Vertauschungsrelationen erfiillen. Insbesondere bilden die
Pauli-Matrizen eine Losung, die Teilchen mit Spin einhalb beschreibt. Dies ist der
Ausgangspunkt fiir die relativistische Beschreibung solcher Teilchen. Im Gegensatz zum
nicht-relativistischen Fall gibt es zwei verschiedene ,,Spinordarstellungen” der Lorentzgrup-

pe:
Die “rechtshindige Weyl-Spinor-Darstellung” DGO,

Tl(%),z‘ _ o

2 Ty =0. (3.97)
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Lorentz-Transformationen werden durch die Matrizen

0 — exp (—%(cz;—l— iﬁ)(?) = Ag. (3.98)

N

Al

dargestellt.

Die “linkshindige Weyl-Spinor-Darstellung” D0:3);
T =0, =7 (3.99)
Lorentz-Transformationen werden durch die Matrizen
A®2) = exp (—%(¢ - 117)5) = A, (3.100)

dargestellt.

Die beriihmten Dirac Spinoren, sind vier-komponentige Objekte, auf denen Lorentz-
Transformationen durch die Matrizen

S(A) = (AOR AOL) (3.101)

dargestellt sind. Die Notation links/rechtshéndig kommt daher, dass unter einer Paritéits-
transformation K? — —K® und J* — +J! transformiert werden, d.h. 7} und 7T tauschen
ihre rollen. Dirac-Spinoren sind nétig, um eine Paritédtsinvariante Theorie zu formulieren.
Fiir eine Einfithrung in der Konstruktion der Feldgleichungen fiir Spinoren in diesem Grup-
pentheoretischen Zugang siehe z.B. [6]. Die Anwendung der quantemechanischen Regeln
fiir die Addition von Drehimpulsen erlauben die Behandlung von Teilchen mit anderen
Spins.

3.3 Poincarégruppe

Wir diskutieren jetzt die Eigenschaften der Poincaré Transformationen ([3.39)), die ebenfalls
wie die Lorentztransformationen eine Gruppe bilden. Analog zur bei der Galilei Gruppe
verwendeten Notation, wird ein Gruppenelement g durch die Matrix der Lorentztransfor-
mation A und durch den Vierervektor der Raum-Zeit Translation a parametrisiert:

g(Aya) :x— 2™ = At 2" — at. (3.102)
Die Poincaré-Transformationen erfiillen die Gruppenaxiome:

e Die Hintereinanderausfithrung von zwei Poincaré-Transformationen gq/2(A1/2,a1/2)
hat folgende Wirkung auf die Raum-Zeit Koordinaten:

. 14 v o v 12
G20 g1t — Ay (A, 27 —af) —df

= (A2A1)MV$V - [(Agal)“ + ag] (3103)
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Das Ergebnis ist wieder eine Poincaré-Transformation:

G20 g1 = g(Aa1, a12) (3.104)

mit den Parametern

Mz = Az - Ay (3.105)
aj2 = Ay - a1 + as .

e Die Verkniipfung ist assoziativ, da Matrixmultiplikation und Addition assoziativ sind.
e Das Einheitselement ist durch e = g(I, 0) gegeben.

e 7u jedem g existiert ein inverses Element,
g (A @) = g(A, —(A" - a), (3.106)
d.h.
' = (AT (2" + a”) (3.107)
Die Translationen bilden eine (abelsche) invariante Untergruppe:
g (A a)g(Lb)g(A a) = g(A™H, —A a)g(A,a+b) = g(L,A" (a+b—a)) = g(L,A'b) (3.108)

Die Generatoren der Poincaré Gruppe sind die Generatoren der Lorentzgruppe M* und
die Generatoren von Raum-Zeit Translationen P*. Eine Darstellung der Generatoren und
die Kommutator-Relationen lassen sich analog zur Diskussion bei Drehungen aus
der Wirkung auf Funktionen erhalten:

@)= f(A @+ a) = st £ (),
Man findet, dass die Generatoren durch die Operatoren
LY =i (:caé’ﬂ — xﬂﬁo‘) , P® =i0"

dargestellt werden (= Ubungen). Die L*? erfiillen dieselben Kommutatorrelationen wie
die M* (3.77), d.h. sie bilden eine Darstellung der Lorentz-Algebra. Die verbleibenden

Kommuatorrelationen sind
(L P7] = —i(g*" PP — ¢"7P?), [P*PP] =0 (3.109)

Zusammen mit den Vertauschungsrelationen der L bilden sie die Poincaré Algebra.

3.4 Vierervektoren und Tensoren

Hier geben wir eine etwas ausfiihrliche Definition von Vektoren und Tensoren in der Raum-
Zeit, die auf [5, [7] basiert und Koordinaten-unabhéngige Konzepte betont. Vektoren werden
als Basis-unabhéngige Objekte eingefiihrt, Duale Vektoren und Tensoren als lineare Ab-
bildungen, die Vektoren auf die reellen Zahlen abbilden. Das Verhalten der Komponenten
von Vektoren und Tensoren sowie Regeln zum ,,Hoch- und Herunterziehen von Indizes*
folgen dann automatisch.
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3.4.1 Basisvektoren und Vektoren

Bisher: Betrachte Raum-Zeitkoordinaten (2°,2%). Erinnerung an Notation in 2.1} Raum-
vektor & ist unabhéngig von Wahl des Koordinatensystem, Entwicklung in Basis von Ein-
heitsvektoren ¢;, 1 = 1,2, 3:

T =x'e) + 2’8y + 263 = 2'¢; (3.110)

Fiihre jetzt analog Raum-Zeit Basisvektoren ¢,, i = 0,1,2,3 ein, die beziiglich
eines (abstrakt definierten) Skalarprodukts normiert sind:

(en- €)= g (3.111)

wobei die Koeffizienten der Metrik (3.40]) auftreten. Ein Raum-Zeit Vektor a ist ein Basis-
unabhéngiges Objekt, dessen Komponentenzerlegung in der Basis {e,} die Form

a=a'e, (3.112)

hat.
Betrachte nun eine Transformation der Basisvektoren:

e, =N"ey (3.113)

mit Koeffizienten A,”. Damit auch die neuen Basisvektoren normiert sind, muss gelten

|

G = (eL re,) = AuaAvﬁ(ea ceg) = AuaAvﬁgaﬁ (3.114)

d.h. die A miissen Lorentz-Transformationen sein!.
Da der Raum-Zeit Vektor a unabhingig vom Koordinatensystem ist,

a=a"e, =a"A, e, = a”e, (3.115)
miissen die Komponenten a’* im neuen System die Form
d" = (A1) a® = A a® (3.116)
haben, mit der inversen Transformation

AP A, = (ATHA, = 6 (3.117)

3.4.2 Duale Vektoren

Die Menge aller linearen Abbildungen w der Vektoren in die reellen Zahlen,

w(a) € R (3.118)
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bildet den dualen Vektorraum. Die Linearitdt impliziert
w(Aa) = dw(a) (3.119)
w(a+b) =w(a) + w(b) (3.120)

Die w werden zu einem Vektorraum, indem Summe und Multiplikation mit einer reellen
Zahl definiert werden als

(w1 +wa)(a) =wi(a) +wsa) (Aw)(a) = Aw(a) (3.121)
Duale Vektoren lassen sich nach dualen Basisvektoren e* zerlegen,
w = wye" (3.122)
mit
e'(e,) = ol (3.123)

Die Komponenten eines dualen Vektors w, ergeben sich durch die Anwendung auf
die Basisvektoren:
w, = w(ey) (3.124)

Mit der Komponentenzerlegung der Vektoren a ergibt sich fiir die Wirkung eines dualen
Vektors:
w(a) = wye(a) = wue(a”e,) = wua” (3.125)

Das Verhalten der dualen Komponenten eines Vektors unter Basistransformationen folgt
aus dem der Basisvektoren und der Linearitét:

w, = w(e,) =w(A"e,) = A w, (3.126)

Duale (kovariante) Komponenten eines Vektors

Die Existenz des Minkowski Skalarprodukts ermdoglicht es, jedem Vektor a einen dualen
Vektor w, zuzuordnen iiber die Definition

we(b) = (a - b) (3.127)
Die Komponenten von w, definieren die dualen Komponenten a, des Vektors a:
We = aue’ mit  w,(e,) =a, (3.128)

Die dualen Komponenten héngen mit den Komponenten a* durch ,,Hochziehen des Index
mit der Metrik“ zusammen:

a, = wy(ey) = (a-e,) =a"(e, - e,) = gua” (3.129)
Explizit gilt fiir die Raum- und Zeitkomponenten
ap=a’ a;=—a' (3.130)

Man nennt die dualen Vektoren auch Kovektoren und die dualen Komponenten ko-
variante Komponenten. In dieser Sprache werden die Komponenten a* von Vektoren die
kontravarianten Komponenten genannt.
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Gradient als dualer Vektor

Ein natiirliches Beispiel eines dualen Vektors ist der Gradient in der Richtungsablei-
tung.
Sei eine Bahnkurve durch den Vektor z(\) gegeben, mit dem Tangentialvektor

dzt
X = (K) = X“eu (3131)
und eine Funktion f(z) werde auf dieser Bahnkurve ausgewertet, f(z) = f(z(\)) = f(N).
Dann gilt
df (\) dz'\ Of
= = X* 132
dX (d)\)ax“ O (3132)

Die Ableitung héngt also linear von dem Vektor X ab und definiert daher einen dualen
Vektor, der als df bezeichnet wird:

df(X) = X"0,f (3.133)

Die Komponenten des dualen Vektors sind gerade

(df)u=df(en) = Ouf (3.134)

Explizit sind die Komponenten des Gradienten-Operators

) 10 _,

Der rdumliche V Operator tritt also mit positivem Vorzeichen in dem vierdimensionalen
Gradienten-Operator mit unteren Indizes auf.
Die Komponenten des Gradienten transformieren sich wie die eines dualen Vektors,

af = A0, f (3.136)

da mit Verwendung der Kettenregel

dFN) (N Of  (de\ (02N Of _ o,
dx <d/\) Oxr < d\ ) (837”’) ozt XT0.] (3.137)

Daraus folgt wegen z# = (A~1)* 2’ das gesuchte Transformationsverhalten (3.130)),

ouf = (5 ) 0uf = ()08 (3.138)
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3.4.3 Tensoren

Ein Tensor n-ter Stufe 7" ist definiert als eine (multi-) lineare Abbildung von n Vektoren
in die Reellen Zahlen:

T(a,b,...n) €R (3.139)

Die Linearitét impliziert die Eigenschaften
T(Aa,b,...n) = AT(a,b,...n) AeR (3.140)
T(ay + ag,b,...n) =T(ay,b,...n)+T(az,b,...n) (3.141)

und analog in den anderen Argumenten.
Einsetzen der Zerlegung der Vektoren in der Basis e, und Verwenden der Linearitét
ergibt

T(a,b,...n) =T(a" e, 0"%e,,,...n""e,, ) = a0 .. 0T (e, , €4, €pu)

3.142
S PN T I ( )

mit den kovarianten Komponenten des Tensors T
TM1M2---Mn = T(euu euga s e,un) (3143)

Das Verhalten der Komponenten eines Tensors unter Lorentztransformationen folgt aus
der Linearitdt sowie der Koordinatenunabhéngigkeit des Tensors T":

T =T(e,,ep,...) =T(Alep, Ag¥en, ... ) = AFNg" . Ty (3.144)

Die kovarianten Komponenten eines Tensors transformieren sich also beziiglich jeden Indi-
zes wie die kovarianten Komponenten eines Vektors. Dieses Verhalten wird oft zur Defini-
tion eines Tensors verwendet (,,Ein Tensor ist ein Tensor, der sich wie ein Tensor transfor-
miert )

Beispiele:
e Der metrische Tensor g ist ein Tensor zweiter Stufe, der durch
g(a,b) = (a-b) = a"V"(e, - €,) = ga'b” (3.145)
definiert ist.

e Das total antisymmetrische Symbol

1 (uvpo) gerade Permutation von (0123),
€uwpe = 4 —1 (puvpo) ungerade Permutation von (0123), (3.146)
0 sonst

definiert den Tensor
€(a, b, c,d) = €, popps @ 02 A (3.147)

Dieses Objekt ist invariant unter speziellen Lorentztransformationen (A € L1) (=
Ubungen)
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Tensorprodukt von Vektoren

Aus n-Vektoren a; ldsst sich ein Tensor n-ter Stufe a; ® as - - - ® a,, definieren, das Tensor-
proukt, der nach der Vorschrift

a1®a2~-®anET: T(bl,bg,...,bn):(a1-bl)(ag-bQ)...(an-bn) (3148)
auf Vektoren wirkt. Die Komponenten sind durch

Ty piooin = L€y s €pns ooy € ) = A1y @2ty - - - Qo (3.149)

gegeben. Analog ergibt das Tensorprodukt eines Tensors S; n-ter Stufe mit einem
Tensor S; m-ter Stufe einen Tensor n + m-ter Stufe:

S1®Se=T: T(ar,a9,...,0;01m) = 51(a1,...a,)S2(ni1s- -y Qnim) (3.150)
In Komponenten gilt
Tal-~-an+m = Slyal-~-O¢n52704n+17-~-05n+m (3151)
Kontravariante Komponenten eines Tensors

Die Entwicklung in der Basis der dualen Vektoren ¢, definiert die kontravarianten
Komponenten eines Tensors:

T=T%%"e e Re, (3.152)
Nach der Definition des Tensorproduktes gilt
T(a,...n) =T "(a-ey)(b-es)...(n-e,) =T a,bs...n, (3.153)

Wie bei den Komponenten von Vektoren ist der Zusammenhang zwischen den Komponen-
ten eines Tensors und den dualen Komponenten durch die Metrik gegeben:

Top.. =T(earep, - ) =T (ea-e)(ep-er) - =T gapga, - - (3.154)

Gemischte Tensoren

Ein (m,n) Tensor hat m Vektoren und n Ko-Vektoren als Argumente:

V1...Un

T(ai,...am,wi...wn) =Ty a . ooa'mw,, . wy

(3.155)

m

Das Verhalten der Komponenten unter Lorentz-Transformationen folgt aus dem der Ba-
sisvektoren:

T/”myl”' = T(eLl, con, € ) =T (A, ey, - - ,A”151651 ) =AM .A’“BlTalmﬁl'”
(3.156)
Die Komponenten eines gemischten Tensors transformieren sich also beziiglich jeden
Indizes wie die Komponenten eines Vektors mit derselben Indexstellung.
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Gradient von Tensorfeldern

Tensorfelder 7'(z) sind Tensoren, deren Komponenten von den Raum-Zeitkoordinaten
abhéngen. Die Ableitung eines (n,0) Tensorfeldes T" entlang der Bahnkurve x(\) ergibt:
dT'(z)
) (a,.

o) = X0, T (3)ap. ,a" .. 0" (3.157)

Der Gradient von T lisst sich also als (n41,0)-Tensor dT" definieren mit der Eigenschaft
dT(2)(X,a,...,n) = (0,T(2)ap.,) X a®b® .. .n" (3.158)

Analog lésst sich der Gradient von (n,m) Tensoren definieren.

Divergenz eines Vektorfeldes und Wellenoperator

Aus dem Ausdruck fiir die Komponenten des Gradienten eines Vektorfeldes V (z) = V#(x)e,,
dv),” =0,V (x) (3.159)
bekommt man durch Kontraktion der Indizes die Divergenz eines Vektorfeldes
8, VH () = Vo (z) + 8,Vi(z) = VO(x) + V- V. (3.160)

Beachte, dass hier ein positives Vorzeichen vor der rdumlichen Divergenz von V auftritt.
Die Indexstellung ist konsistent mit

= & (3.161)

Wir geben hier keine koordinatenunabhéngige Definition der Divergenz eines Vektorfeldes,
die Diskussion hier gilt fiir Koordinatensysteme mit einer konstanten Metrik, nicht fiir
krummlinige Koordinatensysteme.
Aus den Komponenten der Divergenz eines Gradienten lésst sich der invariante
Wellen- (d’Alembert) Operator definieren:
92

0= 0,0" = 9" 0,00 = 55 — V2. (3.162)

3.4.4 Tensoren und Darstellungen der Lorentzgruppe

Die Wirkung einer durch die Parameter w parametrisierten Lorentztransformation auf die
Komponenten eines Vektors,
at = A,a” (3.163)

stellt eine Realisierung einer abstrakten Lorentztransformation als lineare Transformation
im Minkowskiraum dar, die die Fundamentaldarstellung genannt wird.
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Aquivalente Darstellungen Zwei Darstellungen D und D’ auf demselben Vektorraum
heiflen &quivalent, wenn eine invertierbare Transformation S existiert, so dass
D'(g) = SD(¢9)S™, Vged.
Die Darstellung auf den Komponenten eines dualen Vektors,
d,=N"a, (3.164)
ist also dquivalent zur Fundamentaldarstellung, da
A = gy A5 g7 (3.165)

Es ist iiblich, die Darstellungen nach ihrer Dimensionalitdt zu benennen, d.h. die
Fundamentaldarstellung wird als 4 bezeichnet.

Direktes Produkt von Darstellungen Seien D/, Darstellungen auf Vektorrdumen V; /5.
Eine Darstellung Dy ® Dy auf dem direkten Produkt der Vektorrdume V; ® V5 ist
durch die Vorschrift

(D1 ® Ds)(g)(v1 ® v2) = (D1(g)v1) ® (D2(g)va). (3.166)

gegeben. Die Wirkung der Lorentztransformationen auf die Komponenten eines Ten-
sors n-ter Stufe ist also dquivalent zur Darstellung auf dem n-fachen Tensorprodukt
des Minkowskiraums. Diese Darstellung wird iiblicherweise als

194 ®4 (3.167)
—_—

n-mal

bezeichnet.

Tensorproduktdarstellungen lassen sich im allgemeinen in einfachere Darstellungen zerle-
gen, was wir hier fiir den Fall von Tensoren zweiter Stufe diskutieren wollen.

Symmetrien von Tensoren

Ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe S bzw. dessen Komponenten haben die Eigenschaft
S(a,b) = S(b,a) = S =5, (3.168)

analog fiir einen antisymmetrischen Tensor A :
A(a,b) = —A(b,a) = A, =-4,. (3.169)

Jeder Tensor zweiter Stufe T lédsst sich in einen symmetrischen, spurfreien Anteil S,
einen antisysmmetrischen Anteil A und einen ,,Spuranteil” D zerlegen:

1
Tuu = Auu + Suu + ZguuD (3170)
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mit
1
A, = §(TW —T,.) (3.171)
1 1
S = §<Tuv + 1) — Zg/waf) (3.172)
D =T!=g"T,, (3.173)

Zerlegung von Darstellungen

Lorentztransformationen dndern Symmetrieeigenschaften der Komponenten nicht, z.B.:
Ay = MNP Ay = =N °A P Ay, = — A, (3.174)
Die Spur eines Tensors ist invariant unter Lorentztransformationen:
D = guVT;LV = g;wAuaAy,BTaﬂ _ gaﬂTaﬁ —D (3.175)

Daher lasst sich die 16-dimensionale Darstellung der Lorentzgruppe auf den Komponenten
von Tensoren zweiter Stufe in kleinere Darstellungen zerlegen:

e die Darstellung auf dem neun-dimensionalen Raum der symmetrischen spurfreien
Tensoren zweiter Stufe

e die Darstellung auf dem sechs-dimensionalen Raum der antisymmetrischen Tensoren
e die triviale Darstellung, die auf der Spur des Tensors wirkt

Man schreibt die Zerlegung der Darstellung auf dem Tensorprodukt alsﬂ
44=906d1 (3.176)

Man sagt, die 16-dimensionale Darstellung 4 ® 4 sei reduzibel. Darstellungen, die sich
nicht weiter in einfachere Darstellungen zerlegen lassen heiflen irreduzible Darstellun-
gen, dies ist fiir eben gefundenen Darstellungen der Fal]ﬂ Auf eine formalere Definition
von Irreduzibilitidt und weitere Details zur ,,Ausreduktion” von Darstellungen wird hier
verzichtet, siehe z.B. [3].

2Fiir den analogen Fall der Darstellung der Drehgruppe auf Tensoren zweiter Stufe lautet diese Zerle-
gung 3®3 = 5®3d 1. In der Quantenmechanik tritt diese Zerlegung bei der ,,Addition von Drehimpulsen”
auf, wo sie bedeutet, dass ein System von zwei Spin-eins Teilchen den Gesamtdrehimpuls zwei (mit 5 Wer-
ten fiir die Projektion auf die z-Achse) eins (3 Werten) und Null (1 Wert) haben kann.

3Betrachtet man Darstellungen der LL auf komplexen Vektorrdumen lédsst sich die Darstellungen auf
den antisymmetrischen Tensoren noch weiter zerlegen [3], worauf wir nicht weiter eingehen wollen.
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Kapitel 4

Relativistische Mechanik

Zur Beschreibung der Dynamik von Teilchen in einer Form, die mit der speziellen Relati-
vitédtstheorie konsistent ist miissen Gréflen wie Geschwindigkeit, Beschleunigung, Impuls
und Kraft in eine Form mit wohldefiniertem Verhalten unter Lorentztransformationen ge-
bracht werden. Dies ist automatisch der Fall, wenn sie sich durch Vierervektoren oder
Tensoren ausdriicken lassen. Wir suchen also eine Verallgemeinerung von Newtons Glei-
chung der Form

p=K (4.1)

mit Vierervektoren p und K, dem Viererimpuls und der sog. Minkowskikraft.

4.1 Vierergeschwindingkeit und Viererimpuls

4.1.1 Vierergeschwindigkeit

In (4.1) wurde bewusst die ,,Zeitableitung” des Viererimpulses p nicht niher definiert. Eine
naive Verallgemeinerung der nicht-relativistischen Geschwindingkeit

" . g .
CR ORI 42

fithrt nicht zu die Komponenten eines Vierervektors, da t als Null-Komponente eines Vie-
rervektors nicht Lorentz invariant ist.
Stattdessen hatten wir die Lorentzinvariante Eigenzeit 7 durch

1 v? _
dr? = dt* — gda:2 = dt? (1 — ?) =2 (v)dt? (4.3)
definiert. Wir definieren also die sogenannte Vierergeschwindigkeit v mit den Kompo-
nenten
dxt  dt dz* c
B e . 4.4
e T a W (v) (44)
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Es gilt
u? = ¢ (4.5)
was schon daraus folgt, dass u? Lorentz-invariant ist und im (instantanen) Ruhesystem des
Teilchens u# = (¢, 0) gilt.
Es treten also zwei Groflen auf, die mit der Geschwindigkeit zusammenhéngen:

e u/(7) ist die Tangente an die Bahnkurve z#(7) in der Raum-Zeit

e ¥ ist die rdumliche Geschwindigkeit beziiglich der Koordinaten eines bestimmten
Inertialsystems.

Addition von Geschwindigkeiten

Die Komponenten der Vierergeschwindigkeit transformieren sich nach Konstruktion als
Komponenten eines Vierervektors
ut =AM u” (4.6)

Fiir einen Boost mit Geschwindigkeit v; findet man explizit mit (2.99))

u = g <UO - (gl : ﬁ))
W =i (B @) B — Bl (4.7)
1+ (Br-1) By — v By
= ' + 7 (uf — Biu’)
mit v, = y(v1). Hier wurden die Raumkomponenten analog wie in (2.122)) zerlegt:

ui:uflJrui, El-mzo
. il 3, (4.8)
u = 516—%
Setzt man die Komponenten der Vierergeschwindigkeit ein, und fordert, dass die
transformierte Vierergeschwindigkeit wieder diese Form hat, bekommt man
(1 - 17))
c (4.9)

YV =l + (v —o})

v =my (1 -

mit v = y(v) und 7' = y(v’). Damit findet man das Transformationsverhalten der parallelen
und orthogonalen Komponenten der rdumlichen Geschwindigkeiten,

i N i _Uﬁ_vi
Vi= 0 =T
. e (4.10)

,y/ 1 o (171~17)

c2
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Diese Ergebnisse stimmen mit dem frither hergeleiteten Additionstheorem der Geschwin-
digkeiten (2.124)) iiberein, was die Konsistenz der Identifikation von w als Vierervektor
belegt.

4.1.2 Viererimpuls
Als naheliegende relativistische Verallgemeinerung des Impulses fithrt man den Viere-
rimpuls ein.
dxt c
b — m— = S 4.11
p=m e (1) (@11

Die Zeit-artige Komponente p° reduziert sich im nicht-relativistischen Grenzfall zu der
kinetischen Energie und der ,, Ruhe-Energie” mc?:

B me 1 ( o M _, )
=—mey = —— =2°¢ mes+ —v°+ ... ). 4.12
p 1 e 5 (4.12)

Wir identifizieren daher p° mit der Energie:

- (5)- ()

Die Minkowski-Norm des Vierervektors ergibt
p? = (E/c)? —p? = m*Py* (1 — 02 /c?) = m?c2. (4.14)
Die relativistische Beziehung von Energie und Impuls ist durch

E =c+\/p?+m?c? (4.15)

gegeben. Die Relation (4.14) nennt man Massenschalenbedingung.
Bemerkungen:

e Die Masse m ist die ,,Ruhemasse”, die unabhéngig von dem Inertialsystem definiert
ist.

e Die Masse ldsst sich in jedem Inertialsystem durch Messung von Energie und Impuls
bestimmen.

e Fiir masselose Teilchen lésst sich die Definition (4.12]) nicht verwenden. In diesem Fall
lasst sich der Viererimpuls durch die Quantenmechanische Energie-Impulsrelationen (|1.10))
definieren

E=h p=hwc w=—, (4.16)

die (4.14) mit m = 0 erfiillen, d.h. ¢ E = |p].
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Viererimpulserhaltung

Fiir eine konsistente Verallgemeinerung der nicht-relativistischen Kinematik benotigt man
ein Analogon zur Impulserhaltung. Dies lasst sich entweder postulieren, die relativistischen
Ausdriicke ergeben sich dann aus der Konsistenz von Impulserhaltung und Lorentzinva-
rianz. Alternativ lassen sich aus einer relativistischen Formulierung der Mechanik Erhal-
tungsgréffen gewinnen. Wir werden spéter sehen, dass analog zur nicht-relativistischen
Mechanik in Systemen die invariant unter Raum-Zeit-Translationen sind, Energie
und Impuls erhalten sind. Fiir einen Streuprozef3 mit N Teilchen mit Impulsen p; im
Anfangszustand und M Teilchen mit Impulsen k; im Endzustand gilt Viererimpulser-

haltung
St ="k (4.17)

2 2

, kF = m3c?, erfiillen.

wobei alle Teilchen die jeweiligen on-shell Bedingungen, p? = m?c :

e Die raumlichen Komponenten von (4.17) lauten

N M
Zml’%@ = ij’ngj’ (418)
i=1 Jj=1

d.h. Impulserhaltung gilt fiir die Raum-Komponenten des Viererimpulses mit den
Faktoren -, nicht fiir den nicht-relativistischen Ausdruck mv.

e Die kinetische Energie T; der Teilchen lésst sich durch Abziehen der Ruhe-Energie
definieren:
T = p) — mic* | T; = k? — mjc2 (4.19)

Die zeitartige Komponente von (4.17)) lautet damit

S (T4 mict) = YT+ my) (4.20)

Daran erkennt man, dass Masse keine Erhaltungsgrof3e in der relativistischen
Mechanik ist. Schwere Teilchen kénnen in Kollisionen von leichteren Teilchen erzeugt
werden und in leichtere Teilchen zerfallen.

e Der raumliche Anteil von lasst sich herleiten, indem man einen Ansatz p; =
m f(v?)v; macht, fiir die Grofien p; Impulserhaltung fordert und die entstehenden Be-
dingungen fiir bestimmte Streuprozesse in verschiedenen Inertialsystemen auswertet.
Daraus ergibt sich f(v?) =~ (= z.B. [§]).

e Statt (4.15) konnte man versuchen, die Energie mit einer anderen Ruhe-Energie Ej
zu definieren: ,
E =c\/p?+m2c® + (Ey — mc?) (4.21)
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Aus der Forderung nach Energie- und Impulserhaltung ldsst sich aber £, = mc?
schliessen (Jackson). Ein Argument fiir diese Identifizierung ist, dass fiir eine Lorentz-
invariante Formulierung der Zusammenhang von Vierer-Impuls und Vierergeschwin-
digkeit von der Form

P = mut + A* (4.22)

sein miiBte mit A® = (Ey — mc?) und in jedem Inertialsystem A = 0, da wie oben
diskutiert die Identifizierung von p’ mit dem Impuls aus der Forderung nach Impul-
serhaltung folgt. Ein solcher Vierervektor muss aber identisch verschwinden, A* = 0.

Beispiel: Teilchenzerfall

Betrachte den Zerfall eines massiven Teilchens mit Masse M und Impuls P in zwei Teilchen
Mit Massen m und ms. Im Ruhesystem des zerfallenden Teilchens sind die Viererimpulse

P _ (]‘éc) , kb = (Ellg/ C) , - (Ei%) . (4.23)

Hier wurde Impulserhaltung in der Form ks = —k1 = k verwendet. Wegen Energieerhaltung
gilt
By + Ey = Mc. (4.24)
Da E; > m;c?, ist der Zerfallsprozess nur moglich wenn M > my + mo.
Die Massenschalenbedingungen der Zerfallsprodukte implizieren

Eijp = c\/mfﬂc? + k2 (4.25)

Aus Viererimpulserhaltung ldsst sich die Energie von Teilchen 1 berechnen:
my =k =(P—k)*=P +ki-2P k
=AM+ *mi — 2B, M

2 2 2

B, = 4.2
= 1 Wi (4.26)
Analog findet man die Energie von Teilchen 2:
M2 2 _ 2
[oR L Skl G Y L3 o8 (4.27)

2M

Der Betrag des rdumliche Impulses der Zerfallsprodukte lasst sich z.B. aus der Massen-
schalenbedingung von Teilchen 1 herleiten:

o (M? +m? —m3)? — 4M*m?

k2=FEl/* —mic® =c

4M?
_ 2 MUt (m = m3)® — 2M2(mi + ms)
4M? '
o VAM?mi,m3)

mit  A(a, b, c) = a® + b* + ¢ — 2(ab + ac + be).
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4.2 Relativistische Dynamik

4.2.1 Viererbeschleunigung

Die Komponenten der Viererbeschleunigung a sind durch
_dut
S dr

definiert. Da u® = ¢? gilt, steht die Viererbeschleunigung (im Sinne des Minkowski-Skalarprodukts)
senkrecht auf der Vierergeschwindigkeit:

(4.28)

a?

d my —
0= E(uﬂu ) =2(a-u) (4.29)

4.2.2 Minkowski Kraft

Es ist naheliegend, eine Verallgemeinerung von Newtons Gleichung mit Hilfe des Vierer-

Impulses in der Form

d
Epu — K (4.30)

zu definieren. Die Groe K wird Minkowski-Kraft genannt. Fiir dm/dr = 0, was fiir
Punktteilchen der Fall ist (m ist die Ruhemasse), gilt

mat = K*. (4.31)
Aus Konsistenzgriinden muss gelten
0=m(a-u)= (K- u) (4.32)

Im (instantanen) Ruhesystem des Teilchens gilt u = (c, 0), d.h. in diesem System muss

K — ( ]?,) (4.33)

sein, mit der Newtonschen Kraft F. Da K ein Vierervektor ist, ergeben sich die Kompo-
nenten in einem Inertialsystem in dem sich das Teilchen mit der Geschwindigkeit v bewegt
zZu

K" =B F)

2
K'=F'+ . ) 3 4.34
T Ry (434)

=k + FL

hier wurde die Zerlegung
Il

F=F+F, F||2577 p-FL =0 (4.35)

verwendet
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e Die Zeit-Komponente von (4.30) ergibt mit (4.34))

dE ~
— =0 F 4.
o =0 (4.36)

d.h. die am Teilchen pro Zeiteinheit geleistete Arbeit.
e Im allgemeinen miissen Minkowski Krifte geschwindigkeitsabhingig sein

o Fiir eine Kraft, die aus dem Gradient eines skalaren Potentials folgt ist die naive
kovariante Verallgemeinerung des nicht-relativistischen AusdrucksF' = —kV ¢,

K" < ko' (4.37)

nicht konsistent: (u - K) = 0 impliziert 0 = u*0,¢ = %(f), d.h. das Potential miisste
entlang der Trajektorie konstant sein. Der Ausdruck

KFt =k |0V — éu’*(u - 09) (4.38)

erfiillt stattdessen (4.32)) und reduziert sich im Ruhesystem u* = (c, 6) auf die nicht-
relativistische Kraft.

e Fiir eine Minkowski-Kraft der Form (4.34]) wird der Raumanteil von (4.30))
d . .
T (m~V) = vF| + FL (4.39)

Der Beitrag 2 zeigt, dass im allgemeinen die richtigen relativistischen Bewegungs-
gleichungen nicht durch Einfiihren einer ,relativistischen Masse” m(v) = ~v(v)m aus
den nicht-relativistischen Ausdriicken zu bekommen sind.

Beispiel: Konstante Beschleunigung

Wir betrachten ein relativistisches Teilchen, das einer konstanten Newton-schen Kraft F
in z-Richtung unterliegt. Die dazugehorige Bewegungsgleichung ist

dp  d
dr dt
Im Inertialsystem des Beobachters sei die Kraft durch K} = (0, F,0,0)" gegeben. Ein

Boost in das instantane Ruhesystem des Teilchens, das sich mit v entlang der x-Achse
bewegt, ergibt

(mut) = K* (4.40)

K" =~ (vF/c, F,0,0) (4.41)
Aus der Bewegungsgleichung fillt ein Faktor + heraus:

%(ijt(t)) —F (4.42)
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10+

-10+

Abbildung 4.1: Weltlinen von konstant beschleunigten Teilchen.

Integration der Bewegungsgleichung ergibt

— L —at = i(t)? (1 + a—) = a’t?, (4.43)
12
Vi—a

wobei die Integrationskonstante zu Null gesetzt wurde. Auflésen nach & und nochmalige
Integration ergibt

t
(1) =——
1+ (1252
y=(at/c)? c? dy c? a?t?
z(t) 20 | JT+y alV Toa

4
C
= (alt) — o) — (e)? =5

Die Bewegung lésst sich durch einen Bahnparameter A parametrisieren

tH\) = gsinh (%)\) ,

9 (4.44)

z(A) =z + %cosh (%A)

4.2.3 Kovariante Formulierung der Lorentz-Kraft

Anstatt zu versuchen, die bekannte Lorentz-Kraft in eine kovariante Form (4.30]) zu bringen,
wollen wir sie hier ,,wiederentdecken”, indem wir eine der einfachsten Moglichkeiten fiir eine
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Minkowski-Kraft ansetzen. Da die Kraft von den Geschwindigkeiten abhéngt, machen wir
den Ansatz eines Tensors zweiter Stufe, der linear von der Vierergeschwindigkeit abhangt:

K=9p, c,0uw = Kr="2p 0 =2pmy, (4.45)
c ¢ c
Die Bedingung (4.32) impliziert
0= (u-K)=qF"u,u, = g(F’“’+F”") u,u, =0 (4.46)

Dies ist sicher erfiillt, wenn F' antisymmetrisch ist, was im folgenden angenommen wird.
Die Bewegungsgleichung ldsst sich mit den Komponenten von F' schreiben als

d (Elc\ — FOiyt
7% < 1% > =q7 <Fi0_Fij%) (4.47)

Der antisymmetrische Tensor F lisst sich durch sechs Komponenten E? und B* ausrdiicken:
E'=F" (4.48)
B = —§e”’fFJ’“ ,dh. F9 = _¢ikpgk (4.49)
oder in Matrixform
0 —-E' —E* —E3
E' 0 -B* B?

E?* B? 0 -B!
E* —-B? B! 0

= (4.50)

Fiir die Bewegungsgleichung bekommt man
d (E/c (E -0
- ) = A o 4.51
dt(p’) q<E1+§(U><B)Z>’ (4:51)

d.h. (4.47) reproduziert gerade die Lorentzkraft.

4.3  Wirkungsprinzip fiir relativistische Teilchen

Hamiltonsches Wirkungsprinzip

Ein systematisches Aufstellen von Bewegungsgleichungen, die kovariant unter Lorentz-
transformationen sind, erlaubt die Lagrange-Formulierung der Mechanik. Wie schon in
Abschnitt wird das System auf dem Konfigurationsraum verallgemeinerter Ko-
ordinaten und Geschwindigkeiten

(g, i) (4.52)
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beschrieben. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich nach Hamiltons Wirkungsprinzip aus
dem Extremum der Wirkung

ty
S = / dt L(gi, G, t) (4.53)
t;
unter Variationen
¢ — ¢ +0q; = q; + ahy, (4.54)
G — Gi + o hi, (4.55)

die so gewahlt werden, dass die Funktionen h; an den Réndern des Intervalls verschwinden.

hi(tiss) = 0. (4.56)
Die Euler-Lagrange Gleichungen ergeben sich aus der Variation
as d oL 0L

Form der Wirkung

Zur Formulierung der relativistischen Mechanik mit dem Hamiltonschen Variationsprinzip
suchen wir ein Lorentz-invariantes Wirkungsfunktional

S[a*] (4.58)

so dass sich die Bewegungsgleichungen aus einem Extremalprinzip ergeben.

Wir betrachten den Fall eines Punktteilchens, das mit extern vorgegebenen Feldern
(insbesondere dem elektromagnetischen Feld) wechselwirkt.

Die Bahnkurve des Teilchens werde durch einem Parameter \ parametrisiert:

0
piyy (TN
z*(A) = (gjzm) : (4.59)
Wir verwenden die Notation P
#(\) = xdi) (4.60)

Die Lorentz-Invarianz der Wirkung S fiir die Propagation des Teilchens zwischen Er-
eignissen bei 7; und 77 ist gewéhrleistet, wenn sie von der Form

S = /Tf dr f(z,u) (4.61)

ist, mit dem KEigenzeiteintervall (2.140)

1 1 dt\* 1 (dz i’
2 2 =2 2 2
dr® = Czdx“dxl, = dt* — Czda: = d\ [(d)\) -2 (d)\> ] = d\ = (4.62)
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Eine Entwicklung der Funktion f in Potenzen von u* fiirt zu der Form
f(x,u) = [ko + m1@(x) + rou' Ay (z) + Kahy (2)uu” + ... (4.63)

Werden die Felder ¢, A, h als extern vorgegeben angesehen, ist die Theorie nicht Poincaré
invariant. Wir nehmen aber an, dass sich die Theorie dahingehend erweitern lasst, dass
das Gesamtsystem von Punktteilchen und Feldern Poincaré invariant ist. Daher wird keine
explizite Abhéngigkeit der Funktion f von x* zugelassen.

Die verschiedenen Terme haben die Interpretation

e rg: Freies Teilchen
o ¢: Wechselwirkung mit skalarem Potential (= Ubungen)
o A: Wechselwirkung mit Vektorfeld = Lorentzkraft

e h: Wechselwirkung mit symmetrischem Tensor zweiter Stufe

Wir diskutieren hier den Fall des freien Teilchens, sowie des Vektorfeldes ausfiihrlich, der
wieder zur Lorentzkraft fithrt. Der symmetrische Tensor fiithrt zur Beschreibung der Gra-
vitation in der allgemeinen Relativitatstheorie.

Freies Teilchen

Die Wirkung, die sich fiir den einfachen Fall xk; = 0, ¢ > 0 ergibt, ist proportional zum
Eigenzeitintervall A7ty = 74 — 75

d dv,,

N\ (4.64)

SQ = /ioATBA = —
C

Zur Bestimmung der Konstante x( betrachten wir den nicht-relativistischen Grenzfall. Dazu

wahlen wir A = ¢:
72 102

Vergleich mit der nicht-relativistischen Wirkung eines freien Punktteilchens

Sonr = % / dt i (4.66)

liefert die Konstante
Ko = —mc® (4.67)

Die Wirkung des freien Punktteilchens ist also

Tf )\f d n d tf ;»2
So = —ch/ dr = —ch dA %% = —ch/ dty[1— 1(;_2 (4.68)
Ti i t;
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4.3.1 Variation der Wirkung

Die natiirliche Anwendung auf die Wirkung des Punktteilchens wére, als verallgemeinerte
Koordinaten die Komponenten des Vierervektors, z*, zu wahlen. Allerdings ist die Lage
hier komplizierter, da die Komponenten wegen der Bedingung u? = ¢? nicht unabhiingig
voneinander sind. Es gibt mehrere Zugénge, diese Bedingung zu beriicksichtgen. Drei ein-
fache Moglichkeiten sind die folgenden:

i)

ii)

Nicht-kovarianter Formalismus: Wahle A = ¢ und betrachte die raumlichen Koordina-

ten  und Geschwindigkeiten 7= %f als verallgemeinerte Koordinaten:

S = /dt 1— Z—_Zf(x,u) = /dtL(f, z) (4.69)

Die Lagrangegleichungen sind
_ddL dL
Cdtdit dat
Diese Methode eignet sich besonders, um Kontakt zur Hamiltonschen Formulierung
der Mechanik zu bekommen.

(4.70)

Kovarianter Formalismus: Wéhle zunéchst einen beliebigen Bahnparameter und be-

trachte 2/ (\) und i = %= als generalisierte Koordinaten.

Die Wirkung lésst sich schreiben als

S— % / AT f (1) = / AL (2", i) (4.71)

Die Lagrangegleichungen sind

d dL dL
- = = 4.72
dhdz*  dx (4.72)
Wahle nun A = 7. Fir diesen Fall wird
i, = utu, = (4.73)

und die resultierende Bewegungsgleichung vereinfacht sich.

Diese Methode eignet sich besonders fiir die Verallgemeinerung auf die Allgemeine
Relativitdatstheorie, ist allerdings nicht fiir masselose Teilchen verwendbar. Aulerdem
zeigt sich, dass die Transformation auf die Hamiltonfunktion nicht definiert ist.

Fiir das freie Teilchen ist der Impuls

— =-m &, (4.74)

das heifit die Hamilton-Funktion ist

2 2
Hy = i*p, — Lo = —mi? % — (=mc?)y/ nc% =0 (4.75)
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iii) Umformulierung der Wirkung: Eine alternative Wirkung, die zu einer nicht-verschwindenden
Hamiltonfunktion fithrt und auch fiir masselose Teilchen definiert ist, kann man durch
Einfithren eines Hilfsfeldes e(\) erreichen:

S|z, e] = dX (e (N)iti, + m*cPe(N)) (4.76)

N —

Man spricht von einem ,,Hilfsfeld“, wenn die Wirkung nicht von der verallgemeinerten
Geschwindigkeit (hier é) abhéngt.

Die Bewegungsgleichungen sind

d
o\ (e_lx'ﬂ) =0 (4.77)
—e 2P+ m*? =0 (4.78)

Fiir ein massives Teilchen lésst sich die zweite Gleichung nach e auflosen:

= — 4.79
e=-— (4.79)

Einsetzen in die Wirkung ergibt wieder die urspriingliche Wirkung zuriick.

Durch geeignete Wahl von A ldsst sich e = 1 wéhlen und man erhélt die einfache Form

der Wirkung

Sla] = % / driti, (4.80)

wobei der konstante Term m? nicht zur Wirkung beitrigt und weggelassen wurde.
Diese Form eignet sich auch fiir masselose Teilchen.

Die Wirkung (4.76) ist unter Umparametrisierungen der Bahnkurve invariant, wenn sich das Hilfsfeld
unter einer Transformation des Bahnparameters wie folgt dndert:
A= A= f(\), d\ — dX = f'(\)dX, e\ = e(N)—— (4.81)

Dies ist mit der Losung (4.79)) vertriglich. Durch die Freiheit der Wahl von A ldsst sich am Ende der

Herleitung der Bewegungsgleichungen e — konstant setzen.

Freies Teilchen

Im folgenden verwenden wir die Methode [iil Zur Illustration der Prozedur, zuerst A beliebig
zu lassen und danach A = 7 betrachte das freie Teilchen

Sy = —mc? de = —mc? kfdA i 4.82
0= mc T = mc R C2 ( )

d.h. die Lagrangefunktion ist
.2
Lo = —mc*y/ :2—2 (4.83)
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Die Variation dz* ergibt (wie iiblich soll die Variation an den Réndern des Integrationsin-
tervalls verschwinden, so dass frei partiell integriert werden kann)

55 = —me [ax L

c2 /:tQ/CQ
d [z, [c?
2

d
= m/dT (Euu> oxt

Im letzten Schritt wurden die Identitaten

ozt

d 2 d dzt c?
_ Ny 4.85
) 2 dr e Vet (4.85)

verwendet. Aus der Beliebigkeit der Variation dx* folgt also die Bewegungsgleichung des

freien Teilchens
du,

m

dr
Dasselbe Ergebnis hétte man im zweiten Schritt von (6.37) durch die Ersetzung A — 7
erhalten.

=0 (4.86)

Erhaltungsgrofien

Nach dem Noether Theorem ([2.61)) ist bei der Invarianz der Lagrangefunktion eines Systems
unter einer infinitesimalen Transformation (2.57))

q“(t) = q” (t,€) = ¢*(t) + eh(¢", t)

a(,a 4.87
V() = v (L, €) = v(t) + EM (487)
dt
die Grofe oL
= h® 4.
Qn=n"h Boa (4.88)

zeitlich konstant. Fiir eine Lagrangefunktion eines N-Teilchensystems
L(xh, i, A) (4.89)
die unter infinitesimalen Raum-Zeit Translationen

h — at — ea (4.90)

invariant ist, ist nach dem Noether Theorem die Grofie

oL
Q. = d au@a’cﬁ = zn:(a “ Dn) (4.91)
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erhalten,
dQa
=0 4.92
) (4.92)
mit dem kanonischen Impuls
oL
b= _—— 4.93
Fiir ein System freier Teilchen bekommt man gerade
oL s
Ph= = m (4.94)

Fiir die Parametrisierung A = 7 folgt aus dem Noether Theorem also gerade die Erhaltung
des Gesamtimpulses des Systems,

d
0= LN 4.95
- ;pn (4.95)

da der Vierervektor a* beliebig ist.
Weitere Erhaltungsgrofien folgen aus der Invarianz der Lagrangefunktion unter infini-
tesimalen Lorentztransformationen:

i 1
xh — ah — E%Cdag (MoPY o¥ = gk + eéwaﬁ(go‘“:vﬁ — gPra®) (4.96)

i(gord] —g83)

Die zugehérigen ErhaltungsgroBen sind die relativistische Verallgemeinerung des Drehim-
pulses (= Ubung).

4.3.2 Lorentzkraft
Wir betrachten die Wirkung

S = /dT [—mc+ kut A, (z)] = /d)\L(x“,i“) (4.97)
mit
Lzt i") = —mer/ara, + ki" A, (x) (4.98)

Hier wurde verwendet, dass
dxt dxt .
/dTu“Au(x) :/ dz ?AM(ZE) = /d/\ﬁAu(x) = /d)\x“A“ (4.99)
dxdr

Fiir die Lagrangegleichung berechnen wir

dL o
e T T M= KAy,

‘fg VAL, (4.100)
— = ki"0,A,

dxH
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Mit A = 7 bekommt man wegen d‘il#f”) =u"0,A,
duy, v v
0= —m—— + ku"0,A, — ku"0,A, (4.101)
Damit reproduziert man fiir K = —q/c die Lorentz-Kraft:
m% - %u”FW (4.102)
wenn man den Feldstérketensor identifiziert:
F,=0,A,-0,A, (4.103)
Mit der Notation
AF(z) = (j}é’%) (4.104)

erhélt man die in der Elektrodynamik iiblichen Ausdriicke fiir das elektrische Feld und das
Magnetfeld durch das skalare Potential und das Vektorpotential:

E=F"=9¢—"A
_, > 1
= E=—(Vo+ EA) (4.105)
B — _561]16F]k — _eljkaJAk — (v X A)l



Kapitel 5

Relativistische Feldtheorie und
Elektrodynamik

5.1 Kovariante Formulierung der Maxwellgleichungen

Nach der Identifikation der Komponenten des Feldstédrketensors F' mit den elektrischen
und magnetischen Feldern,

Ei=F" Bi= —%eijkw’k (5.1)

suchen wir nun eine fiir die relativistisch kovariante Formulierung der Maxwellgleichungen
in Anwesenheit von Quellen,

V- E = 4mp (5.2a)
V-B=0 (5.2b)
- . 10B
E+-"— = 2
V X +08t 0 (5.2¢)
-~ - 10E Arn-
B—-—"—" =" 5.2d
VX c Ot c] ( )

5.1.1 Ladungserhaltung und Viererstromdichte
Vierstromdichte

Die Ladungsdichte p und die Stromdichte erfiillen die Kontinuitétsgleichung
ap(t, = g
PLT) o

Vit 7©)=0 5.3
Diese lasst sich in relativistisch invarianter Form schreiben, wenn die Viererstromdichte
. p(x)c
Fla)y=1". 5.4
j*(x) ( ]z(x)) (5.4)

85
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eingefiithrt wird:
duj" =0 (5.5)

Die Identifizierung der Ladungsdichte und Stromdichte als Komponenten eines Vierervek-
tors impliziert, dass sich diese unter Lorentztransformationen miteinander mischen:

e =7 (ep = (3-))

-/

o A (5.6)
J" =0 —v'p) + i1

Ladungserhaltung

Um zu sehen, dass die Identifikation der Ladungsdichte mit der Null-Komponenten eines
Vierervektors konsistent ist, betrachte eine statische Ladungsverteilung, pg, die in dem
Bezugssystem I ruht, d.h. in diesem System gibt es eine Ladungsdichte aber keine Strom-
dichte. Betrachte nun die Ladungsverteilung aus einem System [, welches sich gegeniiber
Iy mit der Geschwindigkeit v bewegt. Die in diesem System definierte Gesamtladung in-
nerhalb eines Volumens V,

Q) = / dep(z) (5.7)

ist unverdndert, wenn das Integral in dem Ruhesystem der Ladungsverteilung I, ausgewer-
tet wird. Die Ladungsdichte in [ ist

p(z) = vpo(wo) (5.8)
wahrend sich die Volumenelemente wie
&’z = det(A'))d’z = yd*x (5.9)

zusammenhéngen Fiir die letzte Identitét ist es ausreichend, einen Boost z.B. in die x-
Richtung zu betrachten wo

(5.10)

o= O O
_ o O O

Hier ist zu beachten, dass das Volumen in I definiert wird[[] d.h. es wird bei festgehaltener
Zeit in I integriert, dt = 0. Damit ist

dxy = y(dx — vdt) = ydx (5.11)

! Diese Anordnung ist dadurch ausgezeichnet, dass in Iy die Stromdichte verschwindet und in I nur
iiber das rdumliche Volumen integriert wird. Wiirde man von einem rédumlichen Volumen in Iy ausgehen,
miisste man in I einen Ausdruck, der die Stromdichte beinhaltet iiber ein Raum-Zeitvolumen integrieren,
das iiber die Lorentztransformation mit dem Volumen in I zusammenhéngt.
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Daher gilt
/d%p(x) :/d3x’p'(x’) (5.12)
v v

wobei das Volumen in den jeweiligen Koordinaten parametrisiert ist.
Die Kontinuitatsgleichung impliziert die zeitliche Konstanz der Gesamtladung
im Raum:

Q= d%@ojo(t,f)z—/d%ﬁjzf dS-j=0. (5.13)
1% 2%

V =const.

wobei im letzten Schritt der Strom hinreichend schnell fiir |#] — oo verschwinden muss.

Viererstromdichte einer Punktladung

Fiir ein Punktteilchen mit Ladung ¢, das sich auf der Bahnkurve z#(7) bewegt, sind
die nicht-relativistischen Ausdriicke fiir die Ladungs- und Stromdichte

p(t,2) = q0°(Z = &(1)) , j(t,7) = qZ(1)5°(Z = Z(1)) , (5.14)

Eine relativistisch kovariante Form ist durch den Ausdruck
j*(z) = qc /dTu“(T)54(z“ — z"(7)) (5.15)

gegeben. Die Aquivalenz sieht man durch Transformation von 7 auf #' = 2°/c als Integra-
tionsvariable und Ausfithren der t’-Integration:

(2) = ge / ir <%x“(7’)> 5(=0 — ()03 (2 — F(r))
= qc/dt’ (%x“(t)) §(2° — ct")5* (2 — Z(t)) (5.16)

., (Jt)) 57— (1) = (jp((f;)) )

mit ¢+ = 2°/c. Die Aquivalenz des kovarianten Ausdrucks (5.15) mit den bekannten Aus-
driicken ([5.16)) ist eine weitere Begriindung fiir die Indetifikation von Ladungsdichte und
Stromdichte als Kompomenten des Vierervektors j*.

5.1.2 Maxwellgleichungen
Inhomogene Maxwellgleichungen

Als kovariante Differentialgleichung erster Ordnung fiir den Feldstérketensor und die Strom-
dichte lasst sich die Gleichung

OuF" = =" (5.17)
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aufstellen. Die Komponenten ergeben

47

OF"° = 9, F' = —;° (5.18)
C
, g S AT .
O FY + 0;FY = —0gE' — €79, B* = %jj (5.20)
>VxB- -2 =7 (5.21)

c Ot _?‘7

Wegen der Antisymmetrie des Feldstérketensors ist die inhomogene Maxwellgleichung ((5.17))
mit der Kontinuitétsgleichung vertraglich:

4 1
7” Wi = 0, = = (0,0, = ,0,)F" = 0 (5.22)

Homogene Maxwellgleichungen

Eine andere kovariante Moglichkeit, eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir den
Feldstérketensor zu konstruieren, ist mit dem total antisymmetrischen Tensor:

0P Fy =7 (5.23)
Dies motiviert die Definition des dualen Feldstirketensors

o1
P = S Fy (5.24)

Die Komponenten des dualen Feldstiarketensors ergeben sich aus F* gerade durch die
Vertauschung £ — B und B — —F

N g ‘ ,
Fi0 _ §€ZOJijk: = (—"F) (=M BY) = B (5.25)
—_—————
25l
1 g
Fi = 3 2% Fo = €9FEF (5.26)
.

Die homogenen Maxwellgleichungen ergeben sich also aus der Gleichung
O F" =0 (5.27)
Dies lésst sich auch in der Form

1 1
OuF™ = S0, Fry = <7 [0,F g + 0y Fyy + OpFi] = 0 (5.28)

schreiben.
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Vektorpotential und Eichinvarianz

Durch Einsetzen des Zusammenhangs des Feldstérketensors mit dem Vektorpotential wird
aus den Maxwellgleichungen

O™ = 9, (0" AY — 9’ AM) = 0A — (0 - A) = 4?#]” (5.29)

O F1 = 79,0,A, =0 (5.30)

Die homogenen Maxwellgleichungen sind wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ablei-
tungen automatisch erfiillt.

Der Zusammenhang des Feldstérketensors mit dem Vektorpotential ist nicht eindeutig:
Eine Umdefinition

Al s A = AR ity (5.31)
d.h.
/: ¢_ .
p=0-x (5.32)
A=A+V-A

lasst den Feldstéarketensor wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen unveréndert:
F'™ = gM(AY — ") — 9" (AF — 9") = ™ (5.33)

Die Transformation ([5.31) wird Eichtransformation genannt.

Es ldsst sich immer eine Eichtransformation finden, so dass das Vektorpotential die sog.
Lorenz Eichung erﬁillﬂ

B, A" =0 (5.34)

Fiir ein gegebenes Vektorpotential muss die Eichfunktion y dafiir die Bedingung
0=0,(A4"+0"x),= Ox=-0,4" (5.35)

erfiillen. Diese Gleichung ldsst sich mit geeigneten Randbedingungen lésen, d.h. es ist
moglich, die Lorenz-Eichung zu wéhlen.
Ein Vektorpotential in Lorenz-Eichung erfiillt die inhomogene Wellengleichung

47
OA% = ?j“ (5.36)

Die Eichfunktion in Lorenz-Eichung ist nicht eindeutig festgelegt, da es noch méoglich
ist eine Losung der homogenen Wellengleichung zur Eichfunktion zu addieren:

x(z) = x(e) + f(x) , Of(x) =0 (5.37)

2Diese Bedingung wurde von L. V. Lorenz 1867 eingefiihrt aber durch H. A. Lorentz 1904 in der heute
verwendeten Notation angegeben und wird daher auch oft Lorentz Eichung genannt.
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Freie Wellenl6sungen
Die freie Wellengleichung mit j* = 0 in Lorenz Eichung,
OA* =0, 0, A" =0 (5.38)

lasst sich durch eine Fouriertransformation in der Form

Al(x) = / él;;g (e"(p)e™ 7™ + € (p)e™?™) (5.39)
16sen:
0 = [ R () + ) =0 (5.40)
d.h.
P’ =|pl (5.41)

Fiir den Fall, dass nur einer der Wellenvektoren p beitriigt (d.h. e(p) ~ 63(7— k) bekommt
man den Fall der in Abschnitt diskutierten ebenen Wellen. Das Ergebnis
zeigt, dass der Wellenvektor k* ein Vierervektor mit der Energie-Impulsbeziehung eines
masselosen Teilchens ist und bestétigt damit die bei der Herleitung des Doppler Effekts in

Abschnitt (2.3.4) gemachte Annahme.
Die Lorenz Eichung fiihrt zu der Bedingung an die Polarisationsvektoren e

Puc(p) = 0 (5.42)

Betrachtet man als Beispiel einen Wellenvektor entlang der z-Achse, p* = (p, 0,0, p), ldsst
sich eine Basis der Polarisationsvektoren wéahlen

0 0 1

+ _ 1 —i - _ (. * 1 1 0 _ 0

e (p) vARRE () = (€"(p)) =5 | -] @ =1, (5.43)
0 0 1

Der Vektor € ist proportional zum Wellenvektor und lisst sich durch eine Eichtransfor-
mation der Form ([5.37) eliminieren, die im Impulsraum von der Form

@) = [ 55 () + f)e) (5.44)

mit p® = |p] ist, d.h. auf die Polarisationsvektoren in der Form
e(p) = €"(p) —ip" f(p) (5.45)

wirkt. Die ebene Wellenlosung des Vektorpotentials hat also zwei unabhingige Pola-
risationen, die sich z.B. in der zirkuliren Basis der ¢ entwickeln lassen.
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“‘Herleitung” der Maxwell-Gleichungen

Bisher haben wir die Antisymmetrie des Feldstéarketensors aus der Konsistenz der Lorentz-
Kraft motiviert und gesehen, dass die Gleichung gerade die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen ergibt. Hétte ein Physiker diese Form ohne Kenntnis der Maxwell Theorie
finden konnen? Ein moglicher Zugang dazu ist der folgende:

e suche eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir ein Vektorfeld A

e als Quelle tritt die Viererstromdichte auf, die die Kontinuitétsgleichung 0,j* = 0
erfiillt.

e das Feld soll eine langreichweitige Kraft vermitteln, d.h. die Kraft zwischen zwei
Punktladungen fillt wie im Coulomb Gesetz mit r—2 ab.

e Der allgemeinste Ansatz ist
[((ag"?g”" + bg""¢"")0,0, + cg"’] Ay = a0"(0 - A) + bOA" 4 cAF = j# (5.46)
mit zu bestimmenden Konstanten a, b, c.

e Ein moglicher Term mit dem total antisymmetrischen Tensor verschwindet wegen
der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen.

e Der Term ¢ # 0 wiirde zu einem exponentiell abfallenden Potential ~ e~V /r zwi-
schen zwei Ladungen fithren und wird daher nicht weiter betrachtet.

Durch Kontraktion mit 0" und Verwendung der Vierer-Strom Erhaltung ergibt sich die
Bedingung
(a+0)d0-A)=0 (5.47)

also
a=—b (5.48)

d.h. mit der richtigen Normierung gerade die inhomogene Maxwellgleichung. Die Homogene
Maxwellgleichung ist durch die Definition des Feldstérketensors durch das Vektorpotential
automatisch erfiillt.

5.1.3 Lorentztransformationen der elektrischen und magnetischen
Felder

Da der Feldstéarketensor ein Tensor zweiter Stufe ist, transformieren sich seine Komponen-
ten unter Lorentz-Transformationen per Definition als

F'™ — A# NV FP (5.49)
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Fiir einen Boost,

S v —f
A (B) = (—’YBj 5; _ %515]) (5.50)

bekommt man fiir die Transformation des elektrischen Feldes
E/z‘ — F/iO — AipAOUFpa — (AijAOO o AiOAOj)FjO + AijAOijk:

2 2
(i pipi . pigi i i pipiy ak gkl pl
'7(51 1_{_755 755)E "‘7(5] 1+755)5€ B

=B+ (F x BY) = (5 B~ (551)

Da sich der duale Feldstarketensor aus der Vertauschung £ — B und B — —FE ergibt, und
sich genauso unter Lorentztransformationen verhélt wie F'*| ergibt sich die Transformation
des magnetischen Feldes:

— - . . - 2
B =B~ (Fx B)) - 83 B)y (5.52)

Die Transformationen werden durchsichtiger durch Einfiithren der iiblichen transversalen
und parallelen Komponenten:

E' = B +~(E. + (8 x BL)") (5.53a)
B' = Bj +~(B, - (Bx EL)") (5.53b)

Im Gegensatz zu den Komponenten eines Vierervektors, werden nur die Komponenten

orthogonal zum Boost transformiert.
Das Transformationsverhalten (5.52)) ldsst sich natiirlich auch direkt aus der Transformation des
Feldstérketensors herleiten:

F/ij _ AiijUFPU — AikAlekl + (AikAjO _ AiOAjk)F/CO

= |§007) — L (8B B+ BIARET) | HB™ — (AT — AT B

1+~
_ ijmpm ’YQ i nj isj klm pl pm i nj ind k
=e'"B *mwkﬁ *BCSk)G p'B *’Y(Akﬂ *5Ak)E
/ni_l nij mrij _ pn ’72 ijn_ilm i ol pm nij Ai pj mk
= B = eE" = B" 4+ ——e9"e"MBI BB + v e AL B E
2 147 ~———

67L1€j5]
72 9 - o - -
=B"+_——( B B"=p"(f-B)) —v(BxE)"
IT+9 —~~
(2-1)/7?

Beispiel

Wie in Abschnitt betrachten wir wieder einen Draht auf der z-Achse, der im System
I homogen geladen ist (Ladungsdichte p) und keinen Strom fiihrt. Die elektrischen und
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magnetischen Felder in Zylinderkoordinaten (z,y, z) = (r cos ¢, rsin ¢, z) in diesem System
sind wieder

I: E=="L¢., B=0 (5.54)

Im System [’, in dem sich die Ladungstrager mit der Geschwindigkeit —v entlang der
z-Achse bewegen, haben Ladungs- und Stromdichte die Form

/o
P (5.55)
J = —7vp,

was sich durch den Faktor v von den entsprechenden nicht-relativistischen Ausdriicken
unterscheidet. Im Gegensatz zur nicht-relativistischen Betrachtung dndern sich sowohl das
elektrische Feld als auch das Magnetfeld um einen Faktor ~:

L9 q 2
I E = 77”5, B = —77”5@ (5.56)

Dieses Verhalten ist mit den Transformationen ((5.53)) vertréiglich, da die Komponente bei-
der Felder parallel zu § = €, verschwindet,

él = 7(§L — g X El) (557)

da analog zum nicht-relativistischen Beispiel gilt

> o 2p .
— v x E=—y—p¢. xé =B. 5.58
1B 1B x e (55%)
:€¢
Die Auflésung des Konflikts der Galileo-Transformationen mit den Maxwellgleichungen
erfordert also insbesondere die Transformation der Ladungsdichte aufgrund der Volumen-
kontration.

5.2 Lagrange und Hamiltonsche Feldtheorie

Zur systematischen Herleitung von Feldgleichungen, die bestimmte Symmetrien respek-
tieren, ist der Lagrange-Formalismus niitzlich. Wir suchen daher eine Lagrangefunktion,
aus der nach dem Variationsprinzip die Maxwellgleichungen folgern. Diese Methode lasst
sich z.B. in der Elementarteilchenphysik zur Konstruktion komplizierterer Modelle der
Wechselwirkung von Teilchen verwenden. In diesem Abschnitt wird daher die Lagrange-
Mechanik auf die Beschreibung von Feldern verallgemeinert. Dieser Formalismus wird dann
im néchsten Abschnitt auf die Maxwell-Theorie angewendet.

Hinweis: Falls nicht explizit angegeben, werden im Rest der Vorlesung Einheiten mit
¢ = 1 verwendet.
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5.2.1 Wirkung und Lagrangedichte

Die Verallgemeinerung der Lagrange-Formulierung der Mechanik auf Felder lasst sich sche-
matisch folgendermaflen erhalten:

e Gehe von einem System mit einer groflen aber endlichen Zahl von verallgemeinerten
Koordinaten ¢;(t) aus, das durch eine Lagrangefunktion

L(gi, iy t) (5.59)

beschrieben wird.

Als Beispiel betrachte eine Kette von Massepunkten der Masse m an den Orten
¢i, © = 1,... N, welche mit Federn (mit Federkonstante k) verbunden sind. In der
Ruhelage ist der Abstand der Massenpunkte durch a gegeben. Die Lagrangefunktion
des Systems ist

N
1
= 2 E qu k(giv1 — %)2) (5.60)
=1

Es seien periodische Randbedingungen gegeben, d.h. gy41 = ¢1.

e Fithre den Ubergang zu einem Kontinuum durch, in dem der Index i in einen kon-
tinuierlichen Freiheitsgrad ¥ iibergeht. Aus den verallgemeinerten Koordinaten wird
eine kontinuierliche Funktion von 7"

q(t) = O(Z, ). (5.61)

Im Beispiel ldsst sich dies durch die Identifikation ®(q;,t) = ¢;(t) erreichen. Der
Grenzfall N — oo lésst sich durch

a—0, mj/a— o= const., ak — 1 = const. (5.62)

definieren.

e In der Lagrangefunktion werden aus Koordinatendifferenzen Ableitungen:

lim qi+1 — G; _ 3(13(% t)
a—0 a 5’x

o= (5.63)

Im Beispiel wird aus jedem Term der Lagrangefunktion

2
. Qi1 — Qi
mg; — k(g1 — ¢:)° — (Qﬂs ) s ) )

—a <Q¢)2(Qi,t) —1 (—aq)gi’ t)) ) (5.64)

= QGUCZ
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e Summation {iber die Indizes ¢ geht in Integration iiber ¥ iieber:

Za — /dx. (5.65)

Die Lagrangefunktion wird ein Integral iiber eine Lagrangedichte
1 . 00(x, 1)\’
Zaﬁi — /d:z:ﬁ with L= 3 (g@Q(x,t) -7 (%) ) (5.66)
, x

e Im allgemeinen betrachten wir Wirkungen, die sich als Raum-Zeit Integral iiber eine
Lagrangedichte schreiben lassen:

—

S = /dtL[cp,cb] = /d4xc(<1>(x),ci>(x),vq>,...). (5.67)

Wirkungen von dieser Form heiflen lokal, da alle Felder in der Lagrangedichte am
selben Raum-Zeitpunkt definiert sind.

e Die Wirkung ist invariant unter Poincaré Transformationen, wenn dies auch fiir £
gilt, da d*z invariant ist.

e In einer Lorentz-invarianten Theorie, konnen Raum- und Zeitableitungen nur in der
Kombination 9, auftreten, so dass

L = L(D(z),8,8(x)). (5.68)

Im obigen Beispiel gilt fiir ¢ = \/g

<g¢>2(x,t) ) (a@gi’ t)) > x (,8)(9"D) (5.69)

5.2.2 Variationsprinzip

Das Hamiltonsche Variationsprinzip der Feldtheorie besagt, dass die Wirkung fiir die
Losung der Feldgleichungen extremal wird. Die Feldgleichungen lassen sich daher aus der
Stationéritat der Wirkung unter der Variationen der Felder

O(z) = O(z) + ax(x) 0,@(z) = 0,P(x)a + 0, x(x) (5.70)

herleiten. Es werden Variationen betrachtet, fiir die die Funktion x(x) fir + — oo ver-
schwindet. Die Variation der Wirkung ergibt unter Verwendung von partieller Integration

ds . oL oL
0= I /d T [0<I>—($)X(x) + W@X(@
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4 oL oL
:/dew@)_@a@@)X@% (5.71)

Da diese Gleichung fiir beliebige x(z) gelten muss, folgt

0= oL oL

"9,®0(x)  0D(z) (5:72)

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Feldtheorien. Falls die Theorie meh-
rere Feld-Typen enthélt oder mehrkomponentige Felder wie das Vektorpotential A, gilt
eine Euler-Lagrange-Gleichung fiir jede Komponente bzw. jeden Feldtyp.

5.2.3 Hamiltonfunktion

Analog zum kanonischen Impuls in der Mechanik von Punktteilchen,

oL
i = A 5.73
=5 (5.73)
lasst sich die kanonisch konjugierte Feldvariable als
0
IT = —£ : (5.74)
0P

definieren. Diese Variable ist nicht mit der Dichte des Feldimpulses zu verwechseln, die in
Abschnitt B.2.5] diskutiert wird.
Die Hamilton-Dichte # ist in Analogie zur Hamiltonfunktion der Mechanik als

H=T1d - L. (5.75)

definiert. Fiir mehrere Feldtypen oder mehrkomponentige Felder ist im ersten Term iiber
alle Felder bzw. Komponenten zu summieren. Die Hamiltonfunktion ergibt sich durch
Integration iiber das Volumen:

H—/fﬁf (5.76)

5.2.4 Reelles Skalarfeld

Als Beispiel betrachten wir ein reelles, skalares Feld ¢, das sich trivial unter Lorentz-
Transformationen transformiert.

&' (Az) = ¢(x). (5.77)

Das Ziel ist, eine Lorentz-invariante Lagrangedichte fiir ¢ zu konstruieren:

e Die Lagrangedichte ist Lorentz-invariant, wenn sie aus einer Potenzreihe in ¢ und
Lorentz-invarianten Kombinationen von Ableitungen wie (9,¢)(0"¢) besteht.
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e Analog zur Mechanik fordern wir, dass hochstens quadratische Zeitableitungen vor-
kommen. Wegen der Lorentzinvarianz kommen daher hochstens zwei Potenzen des
Operators 0, vor.

e Es soll den Grenzfall , freier Felder” geben, in dem die Feldgleichung linear in ¢ ist.

e Es werden Felder betrachtet, die im Unendlichen schnell genug verschwinden, so dass
ohne Randterme partiell integriert werden kann. Damit sind alle Terme mit zwei
Ableitungen, die quadratisch in den Feldern sind, dquivalent:

[t 0600+ 00,0)(0%6) + c0,(60°0) + 40| = [ s (- 0)(B,0)(0%0)

»,Oberflichenterme”
(5.78)
Als Beispiel einer Lagrangedichte wéhlen wir daher
1 m?
L= 5(0,:0)(0"0) - -6 = V(9), (5.79)

wobei V' (¢) eine von unten beschrinkte Funktion ist, damit die Energie nicht beliebig nega-
tiv werden kann (,, Vakuumstabilitét). Hier wurden keine Terme mit Ableitungen betrach-
tet, die hohere Potenzen als ¢? haben, die auch zu Problemen mit der Vakuumstabilitit
fithren kénnen. Der kanonisch-konjugierte Impuls des Skalarfeldes ist

w:§£=¢ (5.80)
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Damit ist die Hamiltondichte
. 1 .
H=mé— L= [wz + (V)2 + m2¢* + V(¢)] . (5.81)
Mit der Euler-Lagrange Gleichung (/5.72)) bekommt man die Feldgleichung

oL oL IV (9)
0=29 - = 0,0"p + m*p — ———= 5.82
o) Bt OO g o5

Fiir den Fall des freien Feldes (V(¢) = 0) heiBt diese Gleichung Klein-Gordon Glei-
chung:

(O+m*)e=0 (5.83)
Analog zur Losung der freien Wellengleichung lédsst sich die allgemeine Losung der Klein-
Gordon Gleichung als

é(x) / %[a(ﬁ)e‘ip“—ka*(@eip“] (5.84)

schreiben mit Koeffizienten a(p).

pPP=m* = py=p2+m? (5.85)

Dies ist die Energie-Impulsbeziehung eines Teilchens mit Masse m. In der Quantenfeld-
theorie sind die Anregungen a(p) quantisiert und entsprechen Teilchen mit Impuls p und
Masse m. Daher spricht man auch von einem ,, massiven Skalarfeld”.
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5.2.5 Energie-Impulstensor

Fiir Punktteilchen folgt nach dem Noether Theorem die (Vierer-) Impulserhaltung aus der
Invarianz unter Raum-Zeit Translationen. Analog lasst sich diese Invarianz fiir Feldtheorien
benutzen, um Feld-Impuls und Energie zu definieren.

Unter einer Raum-Zeit-Translation

=t 4 e (5.86)
transformieren sich die Felder als
P(z) = ®'(z) = P(x +€) = ®(x) + €,0"P(z) +O(?), (5.87)
50(a)

Dies gilt insbesondere auch fiir die Lagrangedichte selbst, ds sie eine skalare Funktion von
TH ist:

0L(z) = L(x+¢€)— L(z) =€,0"L (5.88)

Da der Zusatzterm 0”L eine totale Ableitung ist, liefert er einen Oberflaichenterm in
der Wirkung, der nicht zun den Bewegungsgleichungen beitrigt, analog zur Situation bei
Galilei-Transformationen in der nicht-relativistischen Mechanik:

S[®'] = S[@] + / dize,0"L(@) — S[®]. (5.89)

J/

~
“Oberflachenintegral“=0

Aus der Invarianz der Wirkung unter Translationen folgt die Erhaltungsgleichung

0,T" =0 (5.90)
mit dem Energie-Impuls Tensor
oL
T = 0"® — g L. 5.91
70,3 9 (5.91)

Fiir das Beispiel des reellen Skalarfeldes mit der Lagrangefunktion (5.79)) ist der
Energie-Impulstensor durch

T(g“' = 0"p0" ¢ — g"" L. (5.92)
gegeben.

Beweis von ([5.91)): Aus der Variation 0 £ der Lagrangefunktion unter der Transformation
d — &+ 09 folgt:

0=0L— e,0"L(D)

oc oL . )
= Sge 00+ meﬁ,ﬁ P —€,0"L(P)
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=0, [(’“)_E} €,0"P + a—ﬁe,ﬁﬂﬁ”@ —€,0"L(D)

90, P 90, P
oL
= — " — g™
€0 {88#(1)0 o—g L(CD)] (5.93)

In der dritten Zeile wurden die Euler-Lagrange-Gleichungen verwendet. Die Erhaltungs-
gleichung fiir T"" gilt also im allgemeinen nur bei Verwendung der Bewegungs- bzw. Feld-
gleichungen.

Die Erhaltungsgleichung ist analog zur Kontinuitdtsgleichung der Vierer-Strom-
dichte, die erhaltene Grofle trégt hier allerdings einen weiteren Index. Durch Integration
von T {iber ein Raumvolumen lisst sich der Vierervektor

Pt = / dr T = / &’z [Ho'® — ¢™L], (5.94)

definieren. Diese Konstruktion ist analog zur Gesamtladung ) die durch die Integration
iiber die Nullkomponente der Vierer-Stromdichte definiert ist Der Name , Energie-
Impulstensor” ist dadurch motiviert, dass die Null-Komponenten von P* gerade die Ha-
miltonfunktion ergibt:

P = /d% [ch - L] = /d%% =H (5.95)
Die rdumlichen Komponenten werden daher als Feld-Impuls interpretiert:
P = /d%H@’@, P= —/d%nﬁcb. (5.96)

Analog zur Herleitung der Ladungserhaltung (5.13) folgt die Erhaltung der Feld-
Energie und des Feld-Impulses:

pPr = / Az 0T (t, %) = / Pz 0T = ]{ dS'T™ = 0. (5.97)
V =const. \% 1%

Die Rolle der Komponenten 7% ist analog zur der der Stromdichte j* bei der Ladungser-
haltung. Die Interpretation der einzelnen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors sind

also:
T% : Energiedichte

T : Energiestromdichte
T% : Impulsdichte
T% : Impulsstromdichte

(5.98)

5.3 Wirkungsprinzip fiir das Elektromagnetische Feld

5.3.1 Lagrangedichte und Feldgleichungen

Als Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes suchen wir einen Lorentz-invarianten
Ausdruck, der aus dem Feldstarketensor oder dem dualen Feldstérketensor zusammenge-
setzt ist. Da die Maxwellgleichungen linear in F*” sind, wird ein quadratischer Ausdruck
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gesucht. Die moglichen Ausdriicke sind
L =F,F" IL=F,F", Iy=F,F" (5.99)

Es lasst sich zeigen, dass [; o I3 und dass I sich als totale Ableitung einer Funktion
G" des Vektorpotentials schreiben lisst, Iy = 9,G* (= Ubung), so dass ein solcher Term
nicht zur Bewegungsgleichung beitragt. Daher lasst sich die Lagrangedichte des freien
elektromagnetischen Feldes als

1

L= 16

Yy, = [(00A) (0°A%) — (0,4,) (0" A¥) (5.100)

wahlen. Addiert man zu der Wirkung des freien elektromagnetischen Feldes die Wirkung
des geladenen Punktteilchens (4.97)), erhélt man die gesamte Wirkung des Systems

1
S = ~T6r d*‘zF"F,, — /dT m + qu' A, ()]
A (5.101)
e —/d4l' {EF“VFMV+AMjH:| _mC/dT
wobei die Stromdichte ((5.15)
J*(2) = qc /dru“(7)54(z“ — (1)) (5.102)

verwendet wurde, um die Wechselwirkung zwischen Teilchen und Feld als Volumenintegral
zu schreiben.

Aus der Wirkung (5.101)) folgt durch Variation nach dem Vektorpotential A, gerade
die inhomogene Maxwell-Gleichung (= Ubung)

— _ uv v

5.3.2 Energie-Impulstensor

Die Anwendung der Formel (5.91]) auf das elektromagnetische Feld ergibt

o
" 90,4,

" 0"A, — gL = 1 FroYA, — lg“”FpaF"” . (5.104)
47 4

Dieser Ausdruck ist nicht symmetrisch beziiglich Vertauschung von p und v, im Gegensatz
zum Ergebnis fiir den reellen Skalar. Der Ausdruck ist auch nicht explizit eichinvariant,
d.h. er @ndert sich unter der Transformation A, — A, — 0,x (der erzeugte x-abhingige
Term ist allerdings eine totale Ableitung und tréigt nicht zum Feld-Impuls bei [6]).

Um einen symmetrischen und manifest eichinvarianten Ausdruck zu bekommen, nutzt
man die Beobachtung, dass der Energie-Impulstensor nicht eindeutig definiert ist: durch
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Addition des Gradienten eines Tensors dritter Stufe, der antisymmetrisch beziiglich der
ersten beiden Indizes ist, lédsst sich ein modifizierter Energie-Impuls-Tensor konstru-
ieren

T =T 4 0,5 | YR = Y (5.105)
der ebenfalls die Kontinuitétsgleichung erfiillt:
~ 1
0,T" = 0,T" +0,0,2°" = =0,0, (L + '] = 0. (5.106)
—— 2

=0
Fiir das elektromagnetische Feld fiihrt die Wahl

1
YR = — R A (5.107)
A
zu dem , verbesserten” Energie-Impuls-Tensor
- 1 ]1 1|1
T = — | =g" F,o F*" — FF'O"A, 4+ 0,(FMAY) | = — |=g" F,. F*° + F'F,”| (5.108
ar |47 o 0 )} AT {49 P + P )

wo die inhomogene Maxwellgleichung fiir verschwindende Stromdichte verwendet wurde.
Im folgenden wird immer die symmetrische Form verwendet, die wieder als T"" bezeichnet
wird.

Driickt man die Komponenten des Energie-Impulstensors durch die elektrischen und
magnetischen Felder aus, erhélt man die aus der Elektrodynamik bekannten Ausdriicke
(= Ubungen)

]_ —, —,
T = 8—(32 + E?) ~w Energiedichte
™
. 1 - o )
T = —(Ex B)' ~S" Poynting-Vektor
yed ) yIume (5.109)

i L i iniy_ LYejope A2
T _E(EE + B'B’) 2(5 (E” + B?)
~ T}é Maxwellscher Spannungstensor
Die Erhaltung des Energie-Impuls-Tensors gilt nur fiir das Gesamtsystem Teilchen
und elektromagnetisches Feld (4-eventuell andere Felder), da Teilchen und Felder Energie
und Impuls austauschen kénnen. In der Anweseneit von Stromen gilt fiir den Energie-
Impulstensors des elektromagnetischen Feldes (= Ubung)
0,T" = j,F* (5.110)
Der Term auf der rechten Seiten wird durch einen entsprechenden negativen Beitrag vom
Energie-Impulstensor der Punktteilchen kompensiert. Zur Interpretation von be-
trachte die Energie-Bilanz-Gleichung,

d - o .
I = —- 4V -§ = jiF" = (- E), (5.111)

d.h. die von dem Feld am Teilchen geleistete Arbeit ~ (; E) fiihrt zu einem Energieverlust
des Feldes.
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Kapitel 6

Ausblick auf die allgemeine
Relativitatstheorie

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die allgemeine Relativititstheorie (ART)
gegeben werden, die relativistische Theorie der Gravitation. Gesucht ist eine relativistische
Verallgemeinerung der Newtonschen Gleichungen fiir die Gravitationskraft

Fy = -mV(x), (6.1)
wobei das Gravitationspotential die Gleichung
V3¢ = 47G py (6.2)

mit der Massendichte py; und der Gravitationskonstante G = 6.67 X 10*111{?; erfiillt.

Eine naheliegende Moglichkeit wére die Beschreibung durch ein skalares Feld mit einer
Kopplung an Punktteilchen durch eine Wirkung von der Form

S = %/d‘lx 0,00" p + /alT(mc2 + k(). (6.3)

Eine solche Theorie ist theoretisch konsistent, macht aber Vorhersagen, die nicht mit dem
Experiment iibereinstimmen: die Vorhersage fiir die Periheldrehung des Merkur stimmt
nicht mit der Beobachtung iiberein und es wird keine Ablenkung des Lichts im Gravita-
tionsfeld vorhergesagt. Diese Vorhersagen sind dagegen zwei der Schliisselvorhersagen der
ART. Wir diskutieren zunéchst das Aquivalenzprinzip, das von Einstein als Schliissel zur
Konstruktion der ART verwendet wurde und folgern einige qualitative Konsequenzen wie
die Lichtablenkung und die Rotverschiebung im Gravitationsfeld. Danach geben wir einen
kurzen Uberblick iiber die ART. Fiir Details vieler Rechnungen sei auf Literatur zur ART
verwiesen, z.B. [5], 9, [10, 1], 12]

103
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6.1 Das Aquivalenzprinzip und physikalische Konse-
quenzen

6.1.1 Das Aquivalenzprinzip

Betrachte ein System von Teilchen an Orten 7, in der Newtonschen Mechanik, die die
durch Kréfte ' Galilei-invariant wechselwirken und sich in einem konstantem externen
Gravitationsfeld g befinden:

MaZy =My G+ Y F(Z, — 7) (6.4)

Der Effekt des Gravitationsfeldes lasst sich durch eine Koordinatentransformation in ein
frei fallendes Bezugssystem eliminieren:

gt (6.5)

mat, =Y F(T, - ) (6.6)
i
e Dies ist moglich, weil als Erfahrungstatsache die ,,trige Masse” auf der linken Seite
von (|6.4)) mit der ,,schweren Masse” in der Gravitationskraft iibereinstimmt.

e Ist das Gravitationsfeld nicht konstant wie in (6.4)), §(Z,t) ldasst sich die Gravitati-
onskraft nur lokal in der Umgebung von (to,Zy) durch eine Transformation (6.5))
mit §(Zo,to) eliminieren, d.h. es treten sog. ” Gezeitenkrifte* Vig/ (z' — zi)) etc. auf.

Das Aquivalenzprinzip postuliert nun, dass diese Eigenschaft des Gravitationsfeldes
generell gilt (insbesondere auch in der relativistischen Mechanik):

Postulat. An jedem Raum-Zeit-Punkt xff = (to, o) in einem beliebigen Gravitationsfeld
lafst sich ein ,lokales Inertialsystem” finden, in dem die Naturgesetze in einer hinreichend
kleinen Umgebung von xf dieselbe Form haben, wie in einem Inertialsystem in der Abwe-
senheit eines Gravitationsfeldes.

Diese Formulierung (,starkes Aquivalenzprinzip“) gilt fiir alle Naturgesetze, d.h. z.b.
auch fir den Elektromagnetismus. Ein ,schwaches Aquivalenzprinzip® fordert nur die
Aquivalenz fiir im Gravitationsfeld fallende Teilchen wie im Beispiel (6.4)).

6.1.2 Erste physikalische Konsequenzen
Lichtablenkung im Gravitationsfeld

Schon aus dem Aquivalenzprinzip folgt, dass Licht im Gravitationsfeld abgelenkt wird, wie
man an folgenden Gedankenexperimenten sieht:
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Beschleunigtes Bezugssystem Ein Astronaut innerhalb einer beschleunigenden Rakete
sendet einen Lichtstrahl senkrecht zur Bewegungsrichtung aus. Ein Beobachter in ei-
nem Inertialsystem sieht die geradlinige Ausbreitung des Lichtstrahls, der Astronaut
beobachtet hingegen eine Kriimmung des Lichtstrahls.

Gravitationsfeld Jetzt sende ein sich in einem Gravitationsfeld ruhender Beobachter
einen Lichtstrahl senkrecht zur Gravitationskraft aus, der von einem Astronaut in
einer frei im Gravitationsfeld fallenden Rakete beobachtet wird. Nach dem Aquiva-
lenzprinzip beobachtet der Astronaut eine geradlinige Ausbreitung des Lichtstrahls,
d.h. der im Gravitationsfeld ruhende Beobachter sieht eine Kriimmung des Licht-
strahls.

Rotverschiebung im Gravitationsfeld

Der Astronaut in der beschleunigenden Rakete sendet Lichtstrahlen parallel zur Beschleu-
nigungsrichtung aus, die an der Spitze der Rakete detektiert werden. Da die Spitze der
Rakete zum Zeitpunkt der Detektion des Lichtstrahls schneller ist als der Sender bei der
Aussendung des Lichtstrahls, wird nach dem Dopplereffekt eine Rotverschiebung der Fre-
quenz des Lichtstrahls beobachtet. Nach dem Aquivalenzprinzip impliziert dies auch eine
Rotverschiebung fiir Lichtstrahlen im Gravitationsfeld.

6.2 Beschleunigte Bezugssysteme in der Speziellen Re-
lativitatstheorie

Das Aquivalenzprinzip legt nahe, dass eine Formulierung der SRT, die in beschleunigten
Bezugssystemen giiltig ist, ein geeigneter Ausgangspunkt fiir die relativistische Beschrei-
bung der Gravitation ist. Das soll hier skizziert werden.

6.2.1 Gleichmiflig beschleunigtes Bezugssystem

Nicht-relativistische Bewegung Fiir Geschwindigkeiten v < ¢ lasst sich als einfaches
Beispiel die Transformation (6.5)) auch in der SRT betrachten:
=t
. 1 6.7
=t — _azt2 ( )
2
wobei ¢ = d gesetzt wurde, um mogliche Verwechslungen mit der Metrik zu vermeiden.
Mit
dt = dt’
dr' = dx'" + a't’ dt’
lasst sich das invariante Raum-Zeit Intervall als

Pr=dt? — da' = (1 — @22 dt”? — 20 dta’da’’ — da'™ = ghpdada’” (6.9)

(6.8)
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1 o &‘2{/2 _t/ai
9&5 = <( T ) _51‘]‘) (6.10)

In einem beschleunigten Bezugssystem hat die Metrik also nicht mehr dieselbe Form
wie einem Inertialsystem und héngt von den Raum-Zeitkoordinaten ab. Dies ist aller-
dings lediglich die Folge der Beschreibung des Minkowski-Raums der SRT in einem nicht-
Inertialsystem (analog zur Beschreibung des 3-dimensionalen euklidischen Raums durch
krummlinige Koordinaten) und besagt noch nicht, dass die Raum-Zeit gekriimmt ist.

Relativistische Bewegung Mit den Ergebnissen (|4.44)) 14sst sich die Transformation in
ein beschleunigtes Bezugssystem auch fiir relativistische Bewegung diskutieren. Die Trans-
formation ldsst sich von der Form

_L+ap
a

_l+a

t P cosh(at), (6.11)

sinh(at), =

wihlen, wobei jetzt ¢ = 1 gesetzt wurde. Hier sollen 7 € R und p € R als Koordinaten
des Minkowski-Raums verwendet werden, die sogenannten Rindler Koordinaten. Fiir
die Bahnkurve des mit a beschleunigten Teilchens gilt gerade p = 0, d.h. es ist in Rindler-
Koordinaten in Ruhe. Die Koordinaten 3, 2 werden im Folgenden nicht betrachtet.
Mit
dt = sinhar dp + (1 + ap) cosh ar dr

] (6.12)
dx = coshar dp + (1 + ap) sinh at dr
wird das invariante Linienelement in Rindler Koordinaten zu
dr? = dt? — da'” = ((1+ ap)®d®t — d’p) [cosh® aT — sinh® a7] (6.13)

= (14 ap)’d’t — d*p = g, zda’*d2’®

2 = (;) (6.14)

Gog = <(1 +Oap)2 _01) (6.15)

6.2.2 Allgemeine Koordinatentransformationen

mit

Die in obigen Beispielen fiir beschleunigte Bezugssysteme gefundene Struktur ldsst sich auf
beliebige Koordinatentransformationen

at — 2" (x) (6.16)

oz
det — da™ = —dz¥ 6.17
ot — dx 5 0% (6.17)
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verallgemeinern. Die Komponenten der Metrik ergeben sich zu

dr* = g datdz” = (

(.

Ozt Ox” »
g’“’%@x“’) da'™dx’ (6.18)
=g’

Im allgemeinen héngt die Metrik in einem nicht-Inertialsystem von den Raum-Zeit Koor-
dinaten ab, g,,(x). Die Minkowski-Metrik wird in diesem Kontext iiblicherweise als 7,
bezeichnet,

1 0 0 0
0O -1 0 0

=10 o0 -1 o0 (6.19)
0 O 0 -1

Die ko- und kontravarianten Komponenten von Tensoren transformieren sich analog zu
den Komponenten der Metrik

/
...  Ox™ ox™

= —8$/u1 . _axgl Tal.._ﬁlm = M;ual o MV1/31TO¢1”.51... (620)

/
Ty
Analog zur SRT transformieren sich die kovarianten Komponenten mit den inversen Trans-

formationen: 5 o
oxP Ox'*
-1\« — «@ _ _
(M) Mg =M "M = St P = 03 (6.21)
Im Gegensatz zur SRT ergibt die Ableitung eines Tensorfeldes nicht automatisch einen
Tensor, da die Matrizen M i.a. von den Raum-Zeit Koordinaten abh&ngen und beim Bilden

der Ableitungen beriicksichtigt werden miissen:

OLT" =M, 0o (M"5T7) = M,*M"5(0.T°) + M,* (0. M" 5) T* (6.22)

Die systematische Konstruktion von Tensoren aus Ableitungen von Tensoren ist mit Me-
thoden der Differentialgeometrie moglich.

6.3 Uberblick iiber die Allgemeine Relativitiitstheorie

6.3.1 Vom Aquivalenzprinzip zur gekriimmten Raumzeit
Lokale Inertialsysteme

Die mathematische Formulierung des Aquivalenzprinzips ist die folgende Aussage:

Theorem. In der Umgebung eines Punktes xly ldisst sich immer ein Koordinatensystem
wdhlen, in dem die spezielle Relativititstheorie gilt, d.h. die Metrik die Minkowski-Form
annimmt:

gw/(xo) = N (623)
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Es lasst sich zeigen, dass dies fiir eine beliebige Metrik durch Koordinatentransformationen
erreicht werden kannll

Weitere Bemerkungen und Konsequenzen:

e Es ist weiter moglich die ersten Ableitungen zu eliminieren. Die Metrik in dem , frei-
fallenen Koordinatensystem® bzw. lokalen Inertialsystem hat also in der Umgebung
von 2° die Form

1
(%) = N + 5005 Guv | ( — w0)" (2 — 20)” + ... (6.24)

Das Nicht-Verschwinden der zweiten Ableitungen der Metrik im lokalen Inertialsy-
stem ist also das Kennzeichen fiir eine gekriimmte Raumzeit.

e Eine kovariante Gleichung, d.h. eine Gleichung die aus Tensoren beziiglich allgemei-
ner Koordinatentransformationen gebildet wird, nimmt in allen Koordinaten-
systemen dieselbe Form an, insbesondere auch im freifallenden System, in dem das
Gravitationsfeld lokal verschwindet.

Gravitation und das Aquivalenzprinzip

Eine Beschreibung der Gravitation, die mit dem Aquvialenzprinzip vertéglich ist, lisst sich
also folgendermaflen formulieren:

e Das Gravitationsfeld wird durch eine Metrik g, (z) beschrieben, die von den Raum-
Zeit-Koordinaten abhéngt.

e In cinem in dem Gravitationsfeld freifallenden Koordinatensystemen sind die Natur-
gesetze invariant unter Lorentztransformationen.

e Eine kovariante Gleichung, die sich fiir g,, — 1., und 0,9, — 0 auf eine in der SRT
giiltige Gleichung reduziert, ist also fiir die Verallgemeinerung fiir nichtverschwinden-
des Gravitationsfeld geeignet.

e Im allgemeinen lassen sich beliebig viele Gleichungen konstruieren lassen, die sich
fiir die flache Raumzeit auf eine gegebene Gleichung in der SRT reduzieren. Das
Aquivalenzprinzip schrinkt diese noch weiter ein: Kriimmungsterme, die aus den
zweiten Ableitungen der Metrik gebildet werden, verschwinden im lokalen Inertialsy-
stem nicht und sind deswegen nicht zugelassen.

. . ' . . . .
110 der 16 Parameter der Transformationsmatrix %I?ho reichen aus, um die 10 freien Parameter in
der Metrik zu eliminieren, die {ibrigen 6 Parameter parametrisieren gerade die Lorentztransformationen.
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6.3.2 Punktteilchen im Gravitationsfeld

Die Wirkung fiir ein Punktteilchen in einem beliegebigen Koordinatensystem ergibt sich
durch die Transformation der Metrik (6.18)) als

S = —m/d)n/gpg:i'f):b”. (6.25)

Dieser Ausdruck ist invariant unter allgemeinen Koordinatentransformationen und redu-
ziert sich fiir die Minkowski-Metrik auf die korrekte Gleichung in der SRT. Er ist also
geeignet, um die Bewegung eines Teilchens im Gravitationsfeld zu beschreiben.

Wir diskutieren kurz die Konsequenzen der Wirkung fiir die Bewegung eines
Teilchens im Gravitationsfeld, die Hereleitungen werden weiter unten gegeben.

Geoditengleichung Aus dem Variationsprinzip fiir die Wirkung (6.25)) findet man die
Bewegungsgleichung
= —T# i (6.26)

mit den sog. Christoffel-Symbolen|

1
Flyjp = Eglw(apgua + augpa - aagzzp) (627)

Dies ist die gesuchte Verallgemeinerung von Newtons Gleichung Die Bewe-
gungsgleichung beschreibt die Bewegung auf der kiirzesten Kurve in einem
gekriimmten Raum (bzw. einer gekriimmten Raumzeit), einer sog. Geod&ten und
heifit deswegen Geoditengleichung.

Newtonsche Nidherung Die Newtonsche Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem
Gravitations-Potential ¢(z) ldsst sich unter Verwendung folgender Néherungen aus
der relativistischen Gleichung (6.26)) herleiten:

dat
dr

e kleine Geschwindigkeiten: ‘%i < 1 oder dquivalent j—: >
e statische Felder, 0,0 =0
e schwache Felder, ¢ < 1.

Damit findet man die Bewegungsgleichung
. 1 .
& = —Tgd"d" = 59"goo () (6.28)

Dies stimmt mit der Newtonschen Gleichung

i=-Vo (6.29)

2 Diese Groflen sind nicht die Komponenten eines Tensoren dritter Stufe, da sich nachrechnen li8t, dass
sie sich unter Koordinatentransformationen nicht wie (6.20) verhalten.
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iiberein, wenn

goo(z) = 14 2¢(x) (6.30)
identifiziert wird. Fiir das Gravitationsfeld einer Punktmasse M am Ort & gilt ins-
besondere SCM

r)=1-— 6.31
goo (l‘) |f — f()| ( )

Zeitdilatation und Rotverschiebung Die Eigenzeit eines in einem Gravitationsfeld ru-
henden Teilchens ist i.a. nicht gleich der Eigenzeit:

dx* dxt
dT2 = g‘uy(l’)%%d 2 x__ goo( )dt2 (6.32)

Im Grenzfall der Newtonschen Naherung gilt also

=1+ 20At ~ (1+ ¢)A (6.33)

Die Eigenzeiten von Beobachtern bei » = r4 und r» = rpg fiir das gleiche Koordina-
tenzeitintervall At stehen also in der Beziehung

Atg 1+ ¢(rp)
Aty 1+ ¢(ra)

~ 1+ (p(rg) — d(ra)) (6.34)

Fiir Beobachter im Gravitationsfeld einer Punktmasse M gilt also

ATB GM
—Z=1- — 1 .
ATA raATB (TA TB) rAirB (6 35)

die Zeit im stirkeren Gravitationsfeld (bei rp) vergeht also langsamer. Dieser Effekt
bewirkt auch die Rotverschiebung von Licht: Licht, das bei rg mit der Frequenz
vp ausgesandt wird, wird bei 74 mit einer Frequenz v, < vg detektiert:

v AT

A5 1 (6.36)

129 2] AT ‘A TA>TB
Dies bestétigt die qualitative Diskussion der Rotverschiebung aufgrund des Aquiva-
lenzprinzips. Es lasst sich zeigen, dass (6.34) schon quantitativ aus dem Aquivalenz-
prinzip folgt.

Herleitungen
Bewegungsgleichungen Die Variation der Wirkung (5.67)) ergibt:
1
08 = fm/d)\f [ 298" 08" + (0n9p0 ) TP L7 dat]
24/ Gpo TP

m Juvx” (Ougpo)i’d
= dA - oxt 6.37
/ ld)\ ( gpgxﬂx ) v/ GpotP T’ ] ( )

_m /dT( (9u2") — (Ongpe )L’ )&r“
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Mit ] .
279 (2(7)) = (f)pgw(x))% (6.38)

bekommt man die Bewegungsgleichung
L1 i
g’ = 5(8ﬂgpy — 20,9, )2 & (6.39)

die sich durch Symmetrisierung in g und v in die Form (6.26]) bringen lisst.
Wie in Inertialsystemen ist die Grofle /g, 22" konstant:

7(gu1/j3'uj;y) = 2guuj7'ua?y + (8pg;w)i‘#5blljjp

i 6.40
= (DuGpw — Oyl )iV 37 (6.40)
=0
Newtonsche Niherung Aus der Annahme kleiner Geschwindigkeiten folgt
it = —Tha%0 4. .. (6.41)
Fiir schwache, statische Felder entwickeln wir die Metrik um die Minkowski-Metrik
G (@) = T + Py () + . (6.42)
mit
Oohyy =0 (6.43)
Damit ergeben sich die benétigten Christoffelsymbole in linearer Ordnung in h,, zu
L 1 o 1 o Lo,
oo = 59 (Gogos + 90gos — O goo) = —5" Oshoo(x) + -+ = —53 hoo(x) + ... (6.44)
Die Null-Komponenten der Bewegungsgleichung wird damit zu
1
i = 58%00(:5)55%0 =0 (6.45)
d.h.
20
— =const. =1 (6.46)
dr
Der Raum-Anteil der Bewegungsgleichung ergibt damit
1 .
= *azhoo(l’) (647)

2

6.3.3 Beispiele fiir Metriken

Die Form der Metrik fiir eine gegebene Massenverteilung léasst sich als Losung der unten
kurz diskutieren Einsteinschen Feldgleichung gewinnen, was hier nicht weiter diskutiert
werden kann. Wir geben als Beispiele zwei exakte Losungen: die Schwarzschild Losung fiir
den Aussenraum von Sternen und die Friedmann-Robertson-Walker (FRW) Metrik, die
das expandierende Universum beschreibt.
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Schwarzschild Metrik Die exakte Metrik in der Umgebung einer rotationssymmetri-
schen Masseverteilung mit Ladung M ist die sog. Schwarzschild-Metrik mit dem Lini-
enelement in Kugelkoordinaten

2GM 2GM\
dr? = (1 — Ci ) dt* — (1 - Ci ) dr® — r?(d6* 4 sin® 0d¢?) (6.48)

e Die Komponente ggp stimmt mit dem Ergebnis der Newtonschen Néherung iiberein.

e Fiir den sog. Schwarzschildradius
r=Rg=2GM (6.49)

verschwindet gop wihrend die Komponente g, divergiert. Es lisst sich zeigen, dass
die Singularitdt bei r = R, ein Artefakt des verwendeten Koordinatensystems ist,
man spricht von einer Koordinatensingularitéit. Lasst man ein Objekt frei un-
ter dem Einfluss der Gravitation auf die Massenverteilung fallen, nimmt ein in der
Schwarzschildmetrik ruhender Beobachter wegen gog = 0 bei der Annéherung an den
Schwatzschildradius eine unendliche Rotverschiebung und Zeitdehnung war, d.h. er
sieht das Objekt nie den Schwarzschildradius erreichen. Man spricht von einem Er-
eignishorizont. Es lasst sich zeigen, dass dagegen fiir einen fallenden Beobachter
der Schwarzschildradius kein ausgezeichnter Punkt ist und er den Ereingishorizont
durchqueren kann.

e Fiir r = 0 divergiert die goo Komponente. Diese Singularitéit kann nicht durch ein an-
deres Koordinatensystem beseitigt werden, dort divergiert die Kriimmung der Raum-
zeit.

e Innerhalb einer ausgedehnten Massenverteilung gilt die Schwarzschildmetrik nicht, so
dass die Singularitét bei r = 0 nicht fiir die Beschreibung von Sternen nicht physika-
lisch relevant ist. Ebenfalls ist der Schwarzschildradius fiir Sterne und Planeten viel
kleiner als der Radius (etwa 3 km fiir die Sonne und 9 mm fiir die Erde). Objekte, die
innerhalb ihres Ereignishorizonts ,eingeschlossen” sind, heiflen schwarze Locher.

Friedmann-Robertson-Walker Metrik Die Metrik einer isotropen, homogenen Raum-
Zeit hat die Form

dr?
1 —kr?

dr? = dt* — a®(t) ( + 7%(d6? + sin? 9d¢2)) (6.50)

e Die Funktion a(t) und der Paramter & = 0,+1 werden durch Dichte und Druck der
durch eine ideale Fliissigkeit modellierten Materie und Stahlung festgelegt.

e Der Fall £ = 0 entspricht verschwindender rdumlicher Kriimmung, die Félle k = £1
positiver bzw. negativer Kriimmung.
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e Der Abstand von Galaxien, die sich an festen Orten r in der FRW Metrik befinden,
ist proportional zu a(t) und daher Zeit-abhéngig.

e Beobachtungen zeigen, dass das Universum flach ist (k = 0) und expandiert, mit dem
Hubble Parameter

H(t) = g >0 (6.51)

Der Wert H, fiir das heutige Universum ist Hy ~ 70kms~ Mpc'. (Ein Parsec (pc)
sind 3.2 Lichtjahre).

6.3.4 Elektromagnetische Feldegleichungen in der gekriimmten
Raumzeit

Auch die Verallgemeinerung der Maxwell-Gleichungen und der Lorentzkraft auf nicht-
verschwindende Gravitationsfelder ldsst sich mit Hilfe des Aquivalenzprinzips angeben.
Dazu soll zunéchst das generelle Schema fiir die Verallgemeinerung von Gleichungen der
SRT skizziert werden.

Minimale Substitution

e Es ldsst sich zeigen, dass fiir die ko- bzw. kontravarianten Komponenten eines Vek-
torfeldes A* die sog. kovariante Ableitung

VA" =0,A" + T} A” VA, =0,A, -1 A, (6.52)

die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe definiert, d.h.
VI AY = M,*M" 5(Vo A7), (6.53)
da sich die Ableitungen der Transformationsmatrizen M in ([6.22)) gerade gegen ana-
loge Terme im nicht-tensoriellen Transformationsgesetz der Christoffelsymbole weg-

heben. Verallgemeinerungen dieser Definition gelten fiir die kovariante Ableitung von
Tensoren.

e Die Verallgemeinerung von Gleichungen der SRT auf die ART ist nach dem Schema

Ny — Guw ap, — V“ d'z — d4$\/ —detg (654)

moglich. Diese Vorschrift ist als minimale Substitution bekannt und ergibt em-
pirisch bisher die richtigen Naturgesetze in der Gegenwart von Gravitationsfeldern.
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Maxwell-Gleichungen und Lorentz-Kraft

Die inhomogene Maxwell-Gleichung in der Gegenwart eines Gravitationsfeldes ergibt sich
nach der Vorschrift der minimalen Substitution zu

V, " = (4m) 5" (6.55)
mit dem Feldstarketensor
F.=V,A -V,A,=0,A, —0,A,, Fr = g g" F,, (6.56)

wobei sich die Christoffelsymbole in den kovarianten Ableitungen im Feldstérketensor her-
ausheben.
Die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im Gravitationsfeld und dem elek-
tromagnetischen Feld ist
@+ Ty 2"i? = q¢"' F,,2° (6.57)
da sich die Gleichung fiir ein verschwindendes Gravitationsfeld (g, — 7., '), = 0) in
die Lorentzkraft in der SRT iibergeht und beide Seiten der Gleichung die kovarianten

Komponenten eines Vektors sind.

Um dies fiir die Geodétenfleichung zu sehen, bemerkt man, dass diese sich durch die kovariante
Ableitung ausdriicken ldsst und daher ein wohldefiniertes Transformationsverhalten unter Koordinaten-
transformationen hat:

t + Ty 2P = (02" + T ,3°) = 2"V, ot (6.58)
da nach der Kettenregel gilt
ox" dzt
oyt = . 6.59
ar " dr (6.59)

6.3.5 Feldgleichung fiir das Gravitationsfeld

Zur Vervollstandigung der Theorie der Gravitation wird noch das Analog der Laplaceglei-
chung (6.2) fiir das Gravitationspotential

V2¢ = 47G py (6.60)

gesucht. Hier soll ein knapper Uberblick iiber die Bedingungen gegeben werden, die zur
Einsteinschen Feldgleichung fithren, fiir detaillierte Rechnungen wird auf Literatur zur ART
verwiesen.

e Da das Gravitationsfeld durch den metrischen Tensor beschrieben wird, wird eine
Gleichung zwischen Tensoren zweiter Stufe gesucht.

e Als Quelle des Gravitationsfeldes kommt der Energie-Impulstensor in Frage, da die
Komponenten 7% die Energiedichte ist, die sich fiir nicht-relativistische Teilchen auf
die Massedichte reduziert. Die gesuchte Gleichung sollte also von der Form

Guwlg] x GT,, (6.61)

sein.
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e Der Tensor G sollte zweite Ableitungen der Metrik enthalten,
Guwlgl ~Ogu + . .. (6.62)

und mit der Identifikation ¢°° = 1 + 2¢ fiir statische und schwache Felder die Glei-
chung (/6.2)) reproduzieren. Das Objekt (g, bildet aber nicht die Komponenten eines
Tensors zweiter Stufe, da die Ableitung eines Tensors i.A. kein Tensor ist (6.22)).

e Die Gleichung soll mit der Kontinuitédtsgleichung des Energie Impulstensors ver-
tréglich sein, die nach dem Prinzip der minimalen Substitution (6.54) zu V*T,, =0
verallgemeinert wird, d.h. es muss

vVtG,, =0 (6.63)
gelten.

Ein Tensor, der aus der Metrik gebildet wird und zweite Ableitungen enthélt ist der soge-
nannte Riemannsche Kriimmungstensor

Rl = 9,10, + 1,0, — (1 v) (6.64)

Die Tatsache, dass diese Groflen die Komponenten eines Tensors sind, ist nicht nicht of-
fensichtlich, folgt aber daraus, dass sich der Kriimmungstensor als Kommutator von kova-
rianten Ableitungen definieren lasst:

[Dua DV]V’D = Rpauuvg (665)

Aus dem Kriimmungstensor lassen sich der Ricci-Tensor R, und der Kriimmungsskalar
R bilden:

R = R R=g"R,, (6.66)

Aus dem Ricci-Tesor, dem Kriimmungsskalar und der Metrik ldsst sich ein Tensor G*
konstruieren, der die Bedingung ([6.63)) erfiillt, der sog. Einstein-Tensor:

1
G =R, — §9uvR (6.67)

Die Einsteinsche Feldgleichung lautet schliellich

1
R, — §gWR =8rG 1T, (6.68)
e Der Einstein Tensor enthélt komplizierte nicht-lineare Terme in der Metrik und ihren
Ableitungen, d.h. eine Selbstwechselwirkung des Gravitationsfeldes, die daher kommt,
dass das Gravitationsfeld selbst Energie und Impuls trégt.
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e Betrachtet man kleine Abweichungen von der flachen Raum-Zeit g,, = 1, +h+. ..

und linearisiert die Feldgleichung lasst sich durch Ausnutzen von Koordinatentrans-
formationen die Gleichung

1
O(hyw — énwhpp) = 16771, (6.69)

herleiten. Analog zur elektromagnetischen Wellengleichung (/5.36)) beschreibt diese
Gleichung fiir 7}, = 0 die freie Ausbreitung von Wellen, den sogennannten Gravi-
tationswellen.

Es lésst sich noch ein Term mit der kosmologischen Konstante A zur linken Seite
von ((6.68) addieren:

1 1
R, — Eg,wR = R, — §g,“,R + Agu (6.70)
der wegen der Eigenschaft V,g,, = 0 ebenfalls mit der Erhaltung des Energie-

Impulstensors kompatibel ist. Kosmologische Beobachtungen ergeben einen sehr klei-
nen aber nicht-verschwindenden Wert fiir A.
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