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Aufgabe 3.1: DIRACsche §-Distribution

Die DIRACsche §-Distribution ist definiert durch:

B
/dxf(a:)é(x—xo)::f(xo), a<zg<pf.

a) (Prisenzaufgabe) Konstruieren Sie unter Verwendung der ¢-Distribution eine Distribution A(r)
(hier nicht der Laplace-Operator!), die folgendermafien definiert sei:

/de(r)A(r) = f(0), 0eV
v
Hierbei hangt die rotationssymmetrische Funktion f(r) nur vom Radialabstand r = |#] ab.

b) (Hausaufgabe) Eine dreidimensionale -Distribution ldsst sich analog tiber das Volumeninte- (4 Punkte)
gral wie folgt definieren:

[ av #0186~ 7o) = £(70). e v
%
Diese Definition 1dsst sich auch fiir krummlinige Orthogonalkoordinaten (g1, g2, ¢3) anwenden.

Zeigen Sie, dass die 0-Distribution sich dann allgemein in der Form §(7*—75) = v(q1, g2, ¢3)0(q1—
41,0)0(g2 — G2,0)9(g3 — g3,0) durch drei eindimensionale 6-Distrib.1.1tionen ausdriicken lisst und
bestimmen Sie (g1, g2, ¢3) aus den Koeffizienten h; vom ersten Ubungsblatt.

Wie lautet § (7 — 7) dann speziell in Zylinder- und Kugelkoordinaten?

Aufgabe 3.2: §-Distribution und GREENsche Funktion in 1D (Priasenzaufgabe)

Gegeben sei der lineare Differentialoperator L := %. Man betrachte die zugehorige lineare Diffe-
rentialgleichung mit einer §-Distribution als Inhomogenitt:

2

LG(t —to) = 3Gt~ to) = 3(t — to) M

Eine Losung G(t — to) dieser Gleichung nennt man GREENsche Funktion von L.

a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung erfiillt wird von

0, furt —ty <0
t—tg, furt—to>0"

Gi(t —to) = {

b) Veranschaulichen Sie fiir sich, dass sich §(t — () in diesem Fall als Kraftstof8 zum Zeitpunkt
t = to interpretieren ldsst, der ein ruhendes Teilchen in ein mit der Geschwindigkeit v = 1
bewegtes Teilchen versetzt.

Hinweis: Das Problem sei hier geeigneterweise in dimensionslosen Groflen betrachtet.
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¢) Bestimmen Sie die allgemeine Losung f(¢) der homogenen Differentialgleichung L f(t) = 0.
Zeigen Sie damit, dass G (t — o) als Losung von (1) nicht eindeutig ist.

d) Finden Sie die spezielle Losung G (t — to) von (1), bei der der Kraftstof8 das Teilchen fiir ¢ > ¢
zur Ruhe bringt.

e) Zeigen Sie, dass die Losung der DGL fiir eine beliebige Inhomogenitit L g(t) = F(¢) aus einer
GREENschen Funktion einfach durch Integrieren gewonnen werden kann:

a) = [ " dt0G(t — to)Flto) )

Aufgabe 3.3: GREENsche Funktion des harmonischen Oszillators (Hausaufgabe) Betrachten Sie
nun in Analogie zu Aufgabe 3.2 den linearen Differentialoperator des harmonischen Oszillators:

d2

T ae

2

L +w

a) Zeigen Sie, dass G(t — tg) = L sin(w(t — t))0(t — to) eine GREENsche Funktion von L ist, also
folgende Gleichung erfiillt:

LG(t — to) = 6(t — to). 3)

b) Stellen Sie die allgemeine Losung des homogenen Problems L f(¢) = 0 auf. Konstruieren Sie
eine Losung von (3), bei der der Kraftstoff den Oszillator fiir ¢ > ¢y zur Ruhe bringt.

¢) Bestimmen Sie mit Hilfe von (2) und der in 3.3 a) gegebenen GREENschen Funktion die Lo-
sung ¢(t) der Bewegungsgleichung fiir einen mit einer Kraft F'(t) = sin(wot)6(t) getriebenen
Ostzillator.
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