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Aufgabe 1.1: Levi-Civita-Symbol

Das Levi-Civita-Symbol €, mit i, j, k = 1,2, 3 ist definiert durch

+1 fur (igk) = (123), (231), (312),
€ijk = -1 fur (ijk) = (213),(132), (321),
0 sonst.

Mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols lassen sich die Komponenten eines Vektorproduktes gemaf3

-

(@ % b)i =, €ijrajby schreiben.

a) (Prasenzaufgabe) Beweisen Sie die folgenden Identititen:

E €ijk€klm = 5il($jm - 5im§jla
k

E €ikl€jkl = 205;.

k,l

b) (Priasenzaufgabe) Beweisen Sie folgende Relationen mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols:

axb)-(@xd)=(a-&0b-d)—(@-db-a),
(ax*)x(gx@:(*-(axcf))z?—(5-(5xaf))a'.

c) (Hausaufgabe) Zeigen Sie, dass sich die Determinante einer 3 x 3 Matrix A als (2 Punkte)

—
oy
&
ol

)

detA = Z €ijk Ah‘ A2j ABk
i,5,k

schreiben lasst.

Aufgabe 1.2: Identititen fiir den V-Operator (Hausaufgabe) (3 Punkte)
Leiten Sie folgende Identitdten her:
VA(FxG) =G - (VxF)—F-(VxaQ),
Vx(FxG) =FNV-G) —G(V-F)+(G-V)F—(F-V)G.

Verwenden Sie dazu die Produktregel der Differentiation sowie geeignete Rechenregeln fiir Vek-
toren mit Hilfe des oben eingefiihrten Levi-Civita-Symbols.

(bitte wenden . ..)
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Aufgabe 1.3: Gradient und Volumen in krummlinigen Orthogonalkoordinaten

Der Gradient einer skalaren Funktion Funktion F' ist durch das Differential definiert:
dF (7) = VF(F) - dF. 1)

In dieser Aufgabe sollen die Komponenten des Gradienten sowie das Volumenmaf3 in krummlini-
gen Koordinatensystemen (g1, g2, ¢3), wie z.B. Kugelkoordinaten (r, ¢, 8) oder Zylinderkoordina-
ten (p, ¢, z), berechnet werden. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

a) (Prasenzaufgabe) Die Einheitsvektoren der krummlinigen Koordinaten sind durch

- 1 0r

= 7 ) hi:
f hi 0q; ‘

or
dq;

definiert. Fiir Orthogonalkoordinaten gilt f;- f; = ;;. Zeigen Sie, dass die durch (VF); = f;-VF
definierten Komponenten des Gradienten beziiglich der Einheitsvektoren fi durch

- 1 OF
F) — —
(VE): h; 0q;

gegeben sind. Verwenden Sie dazu die Definition (1) sowie die Kettenregel.

b) (Prisenzaufgabe) Berechnen Sie die Komponenten des Gradienten in Zylinderkoordinaten,
7= (pcos, psin ¢, z), und Kugelkoordinaten, 7 = (r cos ¢ sin 8, r sin ¢ sin @, r cos §).

¢) (Hausaufgabe) Das infinitesimale Volumenelement dV ldsst sich fiir beliebige Koordinaten als
Spatprodukt der Differentiale d7,, in Richtung der Koordinatenlinien aufstellen. Bestimmen
Sie davon ausgehend das Transformationsverhalten (¢, g2, g3) des Volumenelements

dV = u(q1, 92, q3) dgidgodgs .

d) (Hausaufgabe) Berechnen Sie 1(q1, 2, ¢3) in Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten.
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